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1. INTRODUCCION

“Si,..., el conocimiento util es aquel que probablemente va a contribuir al bienestar
material de la humanidad, ahora o en el futuro préximo, de tal forma que la mera
satisfaccion intelectual resulte irrelevante, entonces la mayor parte de las
matematicas superiores son inttiles”

G.H. Hardy

En su libro “Apologia de un matematico” Hardy [Referencia de G. H. Hardy] dice que hay dos
tipos de matematicas, las “auténticas, hechas por auténticos matematicos”, y las “triviales”. En cierta
manera, identifica la matematica trivial con la matematica util y defiende con vehemencia las
‘matematicas auténticas” aun reconociendo la inutilidad de la mayor parte de ellas. Dice Hardy que las
auténticas matematicas perduraran a lo largo del tiempo pues ‘como ocurre con la mejor literatura,
puede causar una satisfaccion intensa a miles de personas miles de afios después de ser creadas”.

Desde este punto de vista, el tema de nuestra investigacion pertenece a esa parte de la
matematica que, segun Hardy, se podria llamar inutil. Pretendemos exponer una pequefiisima parte de
auténtica matematica, la que se refiere a un tipo singular de ecuaciones, las llamadas ecuaciones
diofanticas. El trabajo nos ha salido salpicado de referencias a algunos matematicos importantes que
han tenido que ver con este tema, ya sea por sus aportaciones matematicas a él o simplemente porque
se han interesado en el asunto, y nos ha parecido adecuado introducir en el texto una referencia cruzada
que conduzca a una pequenfa resefia de la vida de ese matematico. Por ejemplo, Hilbert fue un gran
matematico que tuvo algo que ver con las ecuaciones diofanticas. Veamos:

En agosto de 1900 David Hilbert [Referencia de David Hilbert] propuso a la comunidad
matematica, reunida en el Congreso Internacional de Matematicas de Paris una serie de problemas,
concretamente 23, cuya resolucion podria encuadrarse perfectamente en lo que Hardy llama las
auténticas matematicas. Se trataba de problemas que apenas conectaban con la realidad, que no
resolvian problemas practicos, pero que preocupaban mucho a los matematicos teéricos.

El décimo problema de Hilbert planteaba:

Dada una ecuacion diofantica cualquiera, ;existe algun algoritmo que permita decidir si esa
ecuacion tiene o no tiene soluciones enteras?

Pero ¢ qué es una ecuacion diofantica?

El nombre a estas ecuaciones fue dado en honor de Diofanto [Referencia de Diofanto] de
Alejandria, matematico de la “Edad de Plata” de la matematica griega (época que va desde el 250 al 350
d. C. aprox.), conocido como el padre del Algebra. Actualmente, se llama ecuacién diofantica a una
ecuacion con una o varias incognitas, cuyos coeficientes son todos nimeros enteros, y de la que se
buscan todas las soluciones que sean numeros enteros. Por ejemplo:

5x+10 = 0 es una ecuacion diofantica con una incognita. Su solucidn es x = -2 porque 5(-2) +
10 =0, y esta solucion es Unica.

15x + 10y — 20 = 0 es una ecuacion diofantica con dos incognitas. Una de sus soluciones es
x=2 y=-1, porque 152 + 10(-1) — 20 = 0; pero esta ecuacién tiene muchas mas soluciones. De
hecho, tiene infinitas soluciones.

3x’ — 6y + 4x — 47 = 0 es una ecuacion diofantica con dos incdgnitas. Una de sus soluciones es
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El reto que Hilbert planteé cuando formuld su décimo problema, era el de encontrar un
procedimiento automatico que permita decidir en un nimero finito de pasos (algoritmo) si una ecuacién
diofantica tiene o no tiene soluciones enteras.

Obsérvese que Hilbert no se interesaba tanto por las soluciones como por si se podia decidir
con antelacion la existencia de ellas.

Después de un largo proceso en el que intervinieron varios matematicos, Matiyasevich
[Referencia de Yuri Matiyasevich] demostré en 1970 que no existe tal algoritmo.

Eso no quiere decir que, a lo largo de la historia de las Matematicas, no se haya demostrado que
determinados grupos de ecuaciones diofanticas tienen solucion. Es mas, se ha demostrado, para ciertos
tipos, como determinar si existen o no soluciones enteras (es decir lo que queria Hilbert para cualquier
ecuacion diofantica) y como encontrar esas soluciones.

2. OBJETIVOS DEL TRABAJO.

= Presentar algunos casos de ecuaciones diofanticas de las que se puede decidir si tienen o
no solucidn, y cuantas y como son, en caso de que las haya, dichas soluciones.

- Entender y exponer las demostraciones de los resultados que se mencionen de forma
completa y clara.

= Conocer los detalles generales de la vida de algunos matematicos que han tenido que ver
de una u otra forma con las ecuaciones diofanticas.

Hemos resaltado en color azul los resultados importantes y hemos sombreado en gris las
demostraciones, todo ello con el objetivo de facilitar una lectura més répida, pudiendo saltarse las partes
grises si asi se desea o buscar facilmente uno de los resultados anteriores en el texto.

3. ECUACIONES EN UNA VARIABLE
3.1. ECUACIONES DE PRIMER GRADO.

Las ecuaciones con una incognita de la forma ax+ b= 0 , con a,b0 Z | siempre tienen una

solucién: x = - —, que, en el contexto de las ecuaciones diofanticas, sélo nos interesara si a|b (b es
a

b
divisible entre a) lo que implicaria — [0 Z. Es decir:
a
3.1.1.
La ecuacion ax+b = 0 con a,b0 Z, tiene solucion entera si a |5 y esa solucion es
_ b
X=-—
a

Por ejemplo la ecuacién 5x — 25 = 0 tiene solucion entera x = 5 (observamos que 5|25 ), mientras
que la ecuacion 4x + 21 = 0 carece de estas soluciones (observamos que 21 no es divisible entre 4).
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3.2. ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR A UNO

Una ecuacion de la forma a,x"+a,.x""' + ... +ax +ay=0,cona, 20 y a; 07, 0<i<n
puede tener soluciones enteras, pero estaran caracterizadas por el siguiente teorema: 3.2.1

X es solucion entera de a,x" + a,..x" ' + ... + a;x + ap =0 U xdivide a ay

El resultado anterior es lo que se llama una condicién necesaria pero no suficiente, es decir, el
teorema no asegura que los divisores del término independiente sean soluciones de la ecuacién. Como
dicen algunos profesores, solo son candidatos. Por ejemplo, la ecuacion x* + 1= 0 sblo tiene como

soluciones a x = * i, que no son nimeros enteros (son numeros complejos).

Los divisores del término independiente en la ecuacion x° + 4x*~3=0son t 1 y t 3, pero de
ellos solo es solucion x = 1.

Demostracion

Si x es solucién entera de la ecuacién a,x" + a,..x"! + ... + a;x + a, = 0 entonces,  ay
=—ax" —an X" —..—ax = —x(ax"" +a, 7+ ... +ay)

Como a,U Z, ax"! + a,_;x"? + ... + a, es un nimero entero y por tanto, @, es divisible
entre x, ya que se puede expresar como producto de x por un nimero entero.

4. ECUACIONES LINEALES EN DOS VARIABLES

La forma general de las ecuaciones que vamos a estudiar en este apartado es

axt by=c  conab,cl]Z, a#0) y b#) ‘41

Sean a,b,c[JZ, a#0) y b#0. axt* by = c tiene solucion entera = med(a,b)/c w

Demostracion

Llamemos m.c.d.(a,b) =d O dfa y d/b0O a=a,d y b=b,d, cona, yb;, primos
entre si (de lo contrario d no seria el mcd de a y b).

00 Supongamos que X =X € Y=Yyo es una solucion de la ecuacion ax+ by = ¢ O ax,+
by, = aidxy + bidyy = d(aixy + by = c, lo cual implica que df ¢ ( pues [7
axot byolJ L tal que d(aixo + by =c) .

00 Supongamos que m.c.d.(a,b) =d y dfc

a=ad y b=bd,cona; yb, primos entre si (de lo contrario d no seria el mcd
de ayb) y ademéas c=c,d. Entonces

axtby=c0 aidx+ bdy=cd0O dlax+ by =cd0 ax+by= c
siendo m.c.d.(a;,b;) = 1
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Vamos a suponer de ahora en adelante que m.c.d.(a,b) = 1 pues, en caso de no lo sea, y
suponiendo la existencia de la solucién, es decir suponiendo que m.c.d.(a,b) = d [ c, la ecuacion se
puede transformar en otra equivalente enlaque a y b si serian primos entre si.

Demostracion.
Porserm.c.d.(a,b) = d se tiene a=a,d y b =>b,d, cona; y b, primos entre si .
Como d /c, setiene ¢ = c,;d. Entonces:

axtby=c < aidx + bdy=cd < dax+ by =cd < ax+tby=c
siendo m.c.d.(a;,b;) = 1

A continuacion nos ocuparemos de encontrar un método para hallar todas las soluciones de la

ecuacion ax+by=c, con a,b,cl]Z, a#0, b#0 y mcd(a,b) = 1.
En primer lugar demostraremos cémo se pueden obtener todas las soluciones de una ecuacion

de este tipo a partir de una solucion concreta conocida. ﬁ
4.2.

Si x=a y=B es una solucion de la ecuacion axt by = ¢ | a,b,cZ a0, b#0 y
mcd(a,b) = 1 entonces:

Ox=a + bt

1) Los numeros de la forma [ §- at con t0Z, son también solucion de la ecuacion.
Qy=»p-a

2) Cualquier otra solucion de la ecuacion se puede escribir de esa forma.

Observemos que el primer apartado de este resultado implica que una vez demostrada la
existencia de una solucién, habremos demostrado que hay infinitas soluciones.

Demostracion

1) Supongamos que (a,f3) es solucién de la ecuacion ax+* by = c¢. Tomemos t0Z y
consideremos los nimeros a-+bt y [B-at; veamos que esos nimeros son solucién de
ax+by=c

ax+by = a(a+bt) + b(B-at ) = aq + abt + b — bat = aa + b3 = c¢ (puesto
que (1,0) es solucién de la ecuacién) .

2) Supongamos que (a1 f3;) es otra solucion distinta de (a, 8); veamos que [J/¢t[IZ tal

Hal =0+ bt
que
08,= B - at
Por ser (a, B) solucién [7 aa + b3 = ¢ (1)

Por ser (a1, 3) solucion [ aa; + b =c  (2)
Restando (2) - (1):  a(a;,— a )+ b(B— B) =0 (3) U a(a,—a )= b(B— L) [J
[] adividea b(B— ;)] adivide a B— B, pues mcd(a,b)=1L] [Jt[1Z/ at=F-F; [J
U ﬁ]z ,B— at.
Sustituyendo en (3): a(a—a )+ b(B—L) =0 O a(a—a )+ b(B-at—L)=0 0O
O a(a—a)—abt=00 aa—aq—abt=0 0O a,=a+ bt
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Para cerrar el problema de la existencia de soluciones nos queda encontrar una primera
solucién, la que hemos llamado x=a y=f.

Consideramos la ecuacion diofantica ax+ by = ¢, a,b,c[1Z, a#0, b#0 y mcd(a,b) = I; se
pretende hallar una solucion inicial de ella.
JJE—

4.3.

Algoritmo de Euclides [Referencia de Euclides Si dividimos a entre b, obtenemos un
cociente g1 y un resto ry Si r,#0, dividimos b entre r,, obteniendo un cociente gz y un resto r;
Si rs20, dividimos r, entre rs, obteniendo un cociente g3 y un resto ry y asi sucesivamente.
Este proceso tendra fin y llegaremos a una division de resto . = 0.

Supongamos que a,b[]Z, a#0, bZ0 . Mediante sucesivas divisiones enteras, obtenemos:
a=blg +r, con r,<|b| (dividiendo a entre b, cociente = q;, resto =r,)
b=rlg,+r, con r,<r, (dividiendo b entrer,, cociente = q,, resto =r;)
r,=rlgstr, con r,<r (dividiendo r;entre r3, cociente = q, resto = 1)

ry= g, t rg con rg<r, (dividiendo r; entre rs, cociente = qs, resto =rs)

Como [b > r> 13> r>...>0 y la cantidad de nimeros enteros positivos menores que un nimero
dado b es finita, debe existir nCIN, con ry1= 0. Asi:

Yoy = 1, 0g,,t 1, con r,<r,, (dividiendo r,, entre r,, cociente = g1, resto =r,)

¥,.,=1,0g,+ 0 (dividiendo r,, entre 1,, cociente = q,, resto = r,,,=0)

Teniendo en cuenta todas las igualdades anteriores, se puede escribir:

£:q+r_2:q+izq+;: +;: +;:
b Ty 1T 1 r3 91 1 91 1

Z Q2+Z Q2+Z Q2+7r4

. o
—q+ 1 = + 1 =
| ; I q, ) T e
q, +i q, +L
q; rn q; 7.
Ty
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Es decir 44. |
Si a,bl]Z aZ0, bZ0 y mcd(a,b) = 1
L 1
b - QI 1
q2 + 1
+
"y
-
1
Qn—l + —
q.,
Por otra parte, consideramos las siguientes cantidades:
1 1
- 1 0,=¢g,% 0= ¢t ———
6I_q1952_QI+Z, q2+i,... q2+~_.+icon1skSn
q; q;
Jp—
4.5.

Sean a,bliZ a#0, bZ0 y mcd(a,b) = 1
Si efectuamos las divisiones enteras a:b, bir, 1: r3,... siendo ro, r3, I4,... 10S sucesivos restos y
g1, G2, Qs,... lOS sucesivos cocientes de estas divisiones y consideramos los numeros

0,=qt

Got ot 1 k[N, ksn cada uno de los nimeros & se puede escribir
St

qy
como una fraccion de la forma que se describe a continuacion:

_Pk
(5k—Q— dondePl=q1,Pz:q1'q2+1 5 Q1:15Q2ZCI2 y

k
qy DPk-l tP.,, O, q, 00,1+ Ok

)

Veamos cémo. Es facil comprobar los primeros casos. La demostracién se completara por

induccion.

P 0p =
51:_1:%'] Dl_%

O, 00, =1
52:q1+i:qlﬂqz+1: 7, 0R+1 _ B g %PfquPﬁl

q, q, q,00,+0 0O, 09, = 4,00,
5. =g+ 1 = g, + q; :Q1DQ2DQ3+Q1+Q3:%DP2+P1D 0Py = g5 0P, + P
’ 1 q2+i 1 q,lg;+ 1 q,lg;+ 1 q; 00, + O, 00; = ¢;100,+ O
q;

Numerador: 4,4, d,* d,%9, =P,'d, 4, * 4,+q,= (P,-1)q, + 4,+q,= P,q,7q =P, q+P,
D50omminagdes g a t1=a-a+0 =0-a +0) Pégina 8




1 1 q,0q, +1
0,=q+ 1 =qt =qt — -
g, g, + 94 9,095 0q,% g, * q,
’ 1 ’ q; g, + 1
q;t —
q,
Q1DQ2DQ3DQ4+‘]1D‘]2+Q1DQ4: q,0P + P, 0 0P, = q,UP + P,
q,%,0q9,* q,%* q, q,00; + O, 00, 49,00, 0,
Demostracion

Por induccion sobre k.

Como ya lo hemos comprobado para los primeros valores de k (hasta k=4), sélo faltara
demostrar que si suponemos ciertas las formulas para k, entonces también lo son para k+1.

Supongamos que se cumple P, = q, UP_,+ P, yv O, = q,00,.,+ O,

1
valorde 8, 9k por 4, * — . Por tanto, y dado que en las expresiones de
k+1

P, P_,, O., ¥y O,, nointerviene nunca el valor de dx , podemos escribir:

B 9 U6t B

| P
qu+ HDPMJ{ P q, 0B ==y b, Bt

o i1 _ Qi1 _ Gj:1 -

P _ 400+ 0, )
gt 00, 0y IRt e R, g St STt O
Djs1 D1 i1 91

kvl ~

- RS _ B i 0Py = g DBt By
3100t Ot Ot 09017 44 00t Oy

Si observamos la formacion de los 8 x vemos que para calcular 9.1 se puede sustituir en el

Recordemos que nuestro proposito es obtener una solucién inicial a la ecuacién diofantica

axtby=c, presentamos a continuacion el proceso: —

4.6.

Siendo & los nimeros del resultado 4.5. se tiene:

-1 k-1
04y =0y = (Q )Q
ket 1<k
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Demostracion

_ b _ P, 09 - PO, - (Qk UP, + Pk—l)DQk_Pk D(Qk 0o, + Qk—l) -

Qk+ 1 |]Qk

Io-6 _Pk+1DQk_PkDQk+1_
[ -

_5 = B
6k+1 6k P
O O O 1O,
- P 00, - B 0O, - (Pk 00 - Py DQk)
Oy 1O, Oy 10,

Observando que ., 0O, - P, UO,,, = - (Pk 0Q,., - P_, DQk) , se puede escribir :

) (Pk 00,1 - By DQk) - (- I)Z(Pk-l 00, - Pk-ZDQk-l) -

alQ, ,Oc- bOP_ Dc= (-1)" e

Ax= (-1"00,., e
y= (-D*'0P_, Oc

Lo cual demuestra que una solucién inicial para la ecuacién

Qk+1 DQk Qk+1 DQk Qk+l DQk
- (- 1)3(Pk-2 195~ Pes DQk—Z) - - (- l)k-l(Pz 09, - A DQz) - (- l)k-l((% g, ¢ 1) 0- ¢, D‘b) -
Qku DQk Qk+1 DQk Qk+1 DQk
_ (D7
Qk+1 DQk
Jpu—
4.7.
Consideremos la ecuacion ax+ by = ¢, a,b,c[JZ a#0, b#) y mcd(a,b) = I entonces
n-1 — + 1
ix, = ()"Q ¢ o 7 1
i ) con =" q,* 1
Yo = (-D"P, e g, t .t —
qn-l
es una solucion de esa ecuacion.
Demostracion
Sien el resultado | 3:-1-6- | se considera 0 w1 =0, 7 % , Se obtiene:
_1\n-2 _1\n P _1\7n
g_ n-l: ( 1) = ( l) D a_ L= ( 1) D aDQn-l_bDPn-I:(_ l)n
b Qn DQn-l bDQn-

1 Z Qn-l _ bDQn-I

Multiplicando la ultima expresién por c:

1 (- 1)"0,., 0|a+ (- ) P, Oc)ib = (- 1)*" e

zc
axt by=c es:
Po. g 1
siendo O | q,t 1
2 1
q; t .t
qn—]
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(De la anterior demostracion, se observa que para hallar la solucion inicial de la ecuacion

N o , . a i
diofantica ax + by = ¢, Unicamente tenemos que calcular la diferencia 5 - 0., y multiplicar por c)

A continuacién veamos dos situaciones en las que se requiere el planteamiento y la resolucion
de una ecuacion de este tipo.

Ejemplo 1: El promotor de un concierto decide establecer el precio de la entrada para la zona en
la que el pablico esta de pie en 20 € y el precio de las entradas numeradas de asiento en 50 €. ; Como
se puede distribuir la venta de entradas si quiere recaudar 38700 €?

Planteamos la ecuacion: 20x+50y=38700 < 2x+5y=3870
— ¢ Tiene soluciones la ecuacion? Si, ya que el m.c.d(2, §) =1
Hallemos una primera solucién:

5 1
24— 0. ,=2
3 t X de manera que 0 -,
5 1
5 2= 5 < 5(1)+2(-2 ) =1 = (multiplicando por 3870) 2-(~7740)+5-3870 = 3870
. g Ox, = - 7740
Por tanto, una de las soluciones de la ecuacion es [
0y, = 3870
_ . Ox=-7740+ 5t
— Todas las soluciones de la ecuaciéon son de laforma 0 con t0l 1
0y = 3879- 2¢
— Solo nos interesan las soluciones positivas, asi que:
7740 3870

- 7740+ 5t2 00 ¢2

= 1930

= 1550 y 3870-2¢t2 00 ¢<

Por tanto sélo valen las soluciones que se obtienen para t entre 1550 y 1930.
Hay 380 soluciones distintas. En el contexto de nuestro problema, tres de ellas serian:

Sit=1550 = N°de entradas de 20 € =10 y N°de entradas de 50 € = 770
Sit=1740 > N°de entradas de 20 € =960 y N°de entradas de 50 € = 390
Sit=1930 = N°de entradas de 20 € = 1910 y N° de entradas de 50 € = 10

Ejemplo 2: Una persona compra 40 sellos por un valor total de 10 euros. Los sellos son de 10 cts,
40 cts, y 1,4 €. ; Cuantos sellos ha comprado de cada clase?

Planteamos la ecuacion: 10x+40y+140(40 - x — y) = 1000

enlaque xson los sellos de 10 cts, y los sellos de 40cts y 40 —x — y  los sellos de 1,40€.
10x + 40y + 140(40- x- y)= 1000 « 10x+ 40y + 140-40- 140x - 140y = 1000 «
= 130x + 100y = 4600 = 13x+ 10y = 460

— ¢ Tiene soluciones la ecuacion? Si, ya que el m.c.d(13,10) =1
— Hallemos una primera solucion:
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13 3 1

-1+ —=1+4 1 4
=1+ —= —
10 10 34 1 Porloque 0, 373
13 4 1 _ _
1_- 5: -3_0 ; 13:3)+10-:(-4)= -1 ; 13-(-1380)+ 10-(1840) = 460

Ox=-1380
. I
Una de las soluciones es [y = 1840
Hz= 40- x- y= -420
(Obtenemos z = 40 — (-1380+10t) — (1840 — 13t) =420 + 3t)
Ox=-1380+ 10¢

U
— Todas las soluciones son de la forma 0y = 1840- 13t ¢[ Z
Hz=-420+ 3¢

- 1380+ 102 0« 2138

— Solo nos interesan las soluciones positivas, asi que:  1840- 132 0 = £< 141
- 420+ 3t20- 12140

y por tanto las soluciones validas son las que obtenemos para t = 140 y t = 141, que son:
Ox =20 Ox = 30

Ey=20 y Ey=7
Hz:O Hz=3

5. TERNAS PITAGORICAS

Consideremos la ecuacion: x” + y? = 2°,

Es obvio que esta ecuacion tiene solucion. Por ejemplo, una de ellas es la formada por los nimeros
3, 4 y 5. En realidad, una solucion de esta ecuacion esta formada por las medidas de los lados de un
triangulo rectangulo, por ello las soluciones de esta ecuacién reciben el nombre de ternas pitagéricas. En
el contexto de las ecuaciones diofanticas, consideraremos solamente las soluciones formadas solamente
por nimeros enteros.

En este apartado, vamos a intentar describir la forma de obtener todas las soluciones de esta

ecuacion. El proceso requiere algunos resultados previos:
Jp—

5.1.

Si (Xo, Vo, Zo) €S una solucion de la ecuacion x? + 37 =z? y si A es cualquier nimero
y

entero, entonces (Axo, Ao, AZo) también es otra solucién de la misma ecuacion.

Demostracion
Es evidente ya que: (A xg)% + (\yg)? = A2 D(xo2 + yoz) = 12 0zg? = (A zg)?
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JJR—
5.2.
Si (Xo, Vo, Zo) €S una solucion de la ecuacion x> +3° =22y m.c.d.(Xo,Yo) =d entonces
Yy

d también divide a z, y ademas los nimeros enteros H;O % j’@ orman también una

solucién de esa ecuacion.

Demostracion

Podemos escribir:

Ox, = dUx
I ’ _ 'O Zo2 = x02 t y02 = (dxl)2 * (dyl)z =d’ D(x12 * y12)[|
0¥ = d 0y,
O & dividea z,°0 d divide a z
Por tanto los numeros %o );0 y %0 son enteros y forman una nueva solucién ya
que:
2 2
SE TN S TR Y
Dd0 Dd[ d’ ' 0d

Gracias a las proposiciones anteriores, es suficiente con hallar las soluciones de la ecuacion
x>+ y? = 27 enlas que los nimeros x e y sean primos entre si; a estas soluciones las denominaremos

soluciones primitivas El resto de soluciones se obtendran sin mas que multiplicar los tres numeros
iniciales por un mismo numero entero.

¢,Como hallar una solucién primitiva de la ecuacion x* + y* = z*? ]
5.3.
Sixyz[JZ y secumple x’ +1’ =2z> con xey primos entre si, es decir m.c.d.(x,y) = 1

entonces los numeros z+y y z-y también son primos entre si.

Demostracion

Como x e y son primos entre si uno de ellos tiene que ser impar (si los dos fueran pares no serian

primos entre si). Supongamos sin perder generalidad que x es impar. Sea A =mcd( z +y, z - y).
Entonces:

+ vz Aul
zty MDD
z-y=hv
0 x*=2"-39"=(z+ y)Nz- )= hullv= AT [
0 A2 divide a x> 0 1 divide a x

Por otra parte A debe ser impar ya que de lo contrario x* = 12 Ouv seria multiplo de 4 v,
por tanto, x seria par en contra de la hipotesis inicial.

Uu,vU Z ,mcd(u,v) =1 tales que

Ahorarestamosz+y y z-y
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v O y=1A

Como A divideax yAdivideay y m.cd.(xy)=1,tendremos A =1

z+ y-(z-y)=Au-Av0D 2y-= /\(u-

Como x° = A% uv = uv, med(u,v)= 10 uy v deben ser cuadrados perfectos.

Sean u=a’ y v=>b" dondeay b seran también primos entre si.

Tenemos, pues, la ecuacién x> = ¢>0h> 0 x= qlb donde a y b son primos entre si e
impares. Volviendo al sistema:

0 _a*+b’
z+y:uDD DZ+y+z-y=u+vD A2z= a’ +b2D %~ 2
od 0 0
z-y=vQ [Qzty-zty=zu-v sz a’-b* g _a-b’
y_
H 2
Es decir: ‘
54. H

Sixy,z [JZ con xey primos entre si, las soluciones primitivas de la ecuacion
x’ +y? =2 vienen dadas por

a’-b’ _at+ b’
2

x=alb y-= 5 z=

con a, b impares, primos entre si y b<a.

Asi hemos encontrado un método para obtener infinitas ternas pitagéricas. Estas infinitas ternas
ya aparecen descritas en Los Elementos de Euclides. Veamos unos ejemplos:

Ejemplos:
2 2 2
x=ab a b y:a il 2= 4 th Terna
2 2
3 3 1 4 S (3,4,5)
5 5 1 12 13 (5,12,13)
7 7 1 24 25 (7,24,25)
9 9 1 40 41 (9,40,41)
11 11 1 60 61 (11,60,61)
15 5 3 8 17 (15,8,17)
15 15 1 112 113 (15,112,113)
21 7 3 20 28 (21,20,28)
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6. EL ULTIMO TEOREMA DE FERMAT.

Por fin se habia demostrado el Ultimo teorema de Fermat [Referencia de Fermat . La noticia
salio en aquellos dias de en algun telediario y en algun periddico, cosa muy excepcional porque no
suele haber noticias relacionadas con las Matematicas. Esta historia es bastante conocida entre los
matematicos y los profesores de matematicas: Fermat estudiaba el libro Aritmética de Diofanto y en el
margen escribia numerosas anotaciones que ampliaban lo que en su Aritmética exponia Diofanto.

Una parte de ese libro se dedicaba a las ternas pitagéricas. En lenguaje actual, ;para qué
valores enteros de x, y, y z, se cumple que x* + y? = z2? Sobre ellas ya hemos hablado en el punto
anterior de este trabajo y ya sabemos que hay infinitas soluciones y como hallarlas.

Pero ;,qué ocurre si se cambia el dos del exponente por un tres, por un cuatro, por un cinco,...?
Fermat escribe en una de sus anotaciones que ha encontrado una demostracion maravillosa de que no
existen nimeros enteros que cumplan X" + y" = z"paran = 3, 4, 5, .... pero que esa demostracion no le
cabe en ese margen (se excluye el caso xyz = 0; al decir enteros, se entiende enteros positivos). Desde
entonces hasta ningiin matematico habia podido demostrar ese resultado.

“Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas
non caperet”

¢ Fermat se habia tirado un farol?

Parece que Fermat si pudo demostrar este resultado para n = 4 porque, en una de las pocas
demostraciones completas que se conservan dejadas por él, se demuestra - utilizando un método
famoso: el método de Fermat de descenso infinito - que el &rea de un triangulo rectangulo cuyos lados
son numeros enteros, no puede ser el cuadrado de un nimero entero y a partir de este resultado se
deduce la demostracion del dltimo teorema de Fermat para n = 4.

De todos los teoremas que Fermat dej6 enunciados sin demostracion los matematicos, -
especialmente de los siglos XVIII 'y XIX, fueron demostrando uno a uno todos menos éste y de ahi el
sobrenombre de “el Ultimo”.

Pronto se descubrid que si el teorema de Fermat fuese cierto para n primo y n = 4, entonces
seria cierto para todos los numeros.

En 1753 Euler [Referencia de Euler afirmé haber encontrado una demostracién para el caso n
= 3. Aunque esta demostracidn contenia un error, relacionado con una suposicion que Euler hacia con
respecto a la descomposicion en factores primos, la comunidad matematica admite a Euler como el
autor de la demostracidn para este caso.

En 1895 Dirichlet y Legendre demostraron el teorema para n = 5. Y en 1839 fue Lamé el que
demostro el teorema paran = 7.

Pero fue Kummer en el 1847 el matematico que fue capaz de pasar de los casos particulares a
un caso mas general y, gracias a la teoria de los numeros ideales que desarrollo, hoy ideales sin mas,
consiguié demostrar que el Ultimo teorema de Fermat se cumplia para todos los exponentes primos
regulares (NOTA: hemos leido que la mayoria de los nimeros primos son primos regulares pero que la
definicién de “primo regular” es muy dificil y por eso no la ponemos aqui).

Posteriormente los intentos de encontrar la demostracion provocaron que surgiera, gracias a
Kummer y Dedekind sobre todo, una nueva rama de la matematica, la geometria algebraica (estudio de
curvas y superficie a través de objetos algebraicos. Asi el punto (2,3) es el punto en el que se hacen
cero los polinomios x — 2, y — 3). Después, en 1983, Faltings demuestra la conjetura de Mordell (“Toda
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curva racional de género mayor que 1 tiene, como mucho un nimero finito de puntos con coordenadas
enteras”) cuya comprension se nos escapa pero que al parecer supuso otro gran avance. El resto es
mas dificil todavia. Citemos solamente algunos hechos y fechas.

En 1955 Taniyama conecta las curvas elipticas y las funciones modulares. Y este hecho es el
que propicia la aparicion del autor de la demostracién definitiva, Wiles, que era especialista en curvas
elipticas.

Ribet demuestra en 1985 la conjetura de Frey, que relaciona las curvas elipticas con el ultimo
teorema de Fermat.

Andrew Wiles [Referencia de A. Wiles anuncia en junio de 1993 que habia logrado demostrar la
conjetura de Shimura Taniyama, lo cual implicaria la demostracion completa del ultimo teorema de
Fermat. Pero en diciembre tuvo que admitir un error encontrado en su demostracion. Corregir ese error,
con ayuda de otro matematico, Taylor, que era alumno suyo, le llevé otro afio y pico de trabajo.

Finalmente, en septiembre de 1994, el ultimo teorema de Fermat qued6 demostrado.
Y terminamos casi volviendo al punto de partida del trabajo:

‘La pregunta surge inevitable. El teorema esta demostrado, ¢y qué?, ;para qué
tanto esfuerzo inutil? La respuesta es también inevitable. ¢Inutil?, ;seguro que
inutil?”

Capi Corrales

7. CONCLUSIONES.

Como ya dijimos en el apartado de objetivos, una de las cosas que se pretendian en este trabajo era
mostrar algunos casos de ecuaciones con soluciones enteras, y demostrar si tienen solucion y como
hallarla. No podemos alargarnos mas, tanto por falta de tiempo y espacio, como por falta de
conocimientos. Sin embargo, creemos haber conseguido dar una visién general de lo que son estas
ecuaciones, su forma y sus soluciones.

Queda demostrado, pues, la existencia (0 no existencia) de soluciones en algunos de los casos mas
importantes de las ecuaciones diofanticas como son ax+by=c ¢ x*+y*=z%. También, inevitablemente,
hemos hecho un repaso del proceso historico que llevo a la demostracion del Ultimo Teorema de
Fermat.

Sin embargo dejamos atras el estudio de otro tipo de ecuaciones que también tienen solucién, como por
ejemplo las de la forma x? — Ay? = 1, donde A es un entero positivo no cuadrado perfecto, y de otras que
no la tienen, por ejemplo x* + 2y* = 22,

Después de 4 meses de trabajo, creemos haber conseguido los objetivos que nos propusimos al
comienzo y estamos contentos porque cada uno de nosotros ha podido aportar algo para lo que tiene
mas facilidad. No es lo mismo entender una demostracion, que redactar la parte de objetivos, 0 que
hacer la presentacion electronica en formato A1. Quizas la organizaciéon de este concurso considere
mejor un trabajo en el que todos hagan todo, pero hemos de reconocer que nosotros no hemos podido.
Sin embargo, consideramos mas real y mas Util para nuestra vida conocer nuestros puntos fuertes y
nuestras limitaciones y sacar partido de ello.
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8. DATOS BIOGRAFICOS DE LOS MATEMATICOS CITADOS, POR ORDEN DE
APARICION.

Referencia de G. H. Hardy (1877-1947). Matematico britanico, discipulo de B Russell, con una
produccion muy extensa dedicada sobre todo al Analisis y a la Teoria de Numeros. Colabor6
fundamentalmente con Littlewood y con Ramanujan (al que junto descubrid). Con el primero demostro
que “existen infinitos ceros sobre la recta, lo que no demuestra la hipétesis de Riemann”, pero la

reafirma. [Volver pagina 3]

Referencia de David Hilbert (1862-1943). Matemético aleman que liderd la llamada escuela
formalista frente a los matematicos que se agruparon en torno a Poincaré, mas intuicionistas. Fueron
llamados formalistas e intuicionistas dependiendo de sus puntos de vista con respecto a los
fundamentos de la matematica; también existia la escuela logicista, cercana a los formalistas,
encabezada por B. Russell. Hilbert, famoso por su discurso en el Congreso Internacional de Paris, dejo
para la posteridad numerosos avances en teoria de numeros, légica matematica, ecuaciones

diferenciales y fisica matematica sobre todo [Volver a pagina 3]

Referencia de Diofanto de Alejandria (vivio alrededor del afio 250 d.C.). Fue el mas
importante de los algebristas griego y vivio durante la llamada “Edad de Plata” de la matematica griega,
también conocida como “Edad Alejandrina Tardia” . Poco mas se sabe de su vida pero de su obra mas
importante, su Arithmetica , un tratado dedicado a la resolucion exacta de ecuaciones determinadas e
indeterminadas, nos han llegado los seis primeros libros. La Arithmetica de Diofanto constaba de trece
libros y a lo largo de los seis que no se han perdido, se ve cémo Diofanto anticipa anticipa por ejemplo el
uso de abreviaturas para potencias y el uso de una letra, la letra s, para representar un numero

desconocido. [Volver a la pagina 3]

Referencia de Yuri Matiyasevich. Matematico ruso conocido especialmente por resolver el
décimo problema de Hilbert. Actualmente es Director del Laboratorio de Logica Matematica del Instituto
Steklov de Matematicas en San Petersburgo, Director del Instituto Euler para las Matematicas, y
Profesor (en excedencia) del Computer Software en la Universidad de San Petersburgo en Rusia. En

1964 obtuvo una medalla de oro en la IMO celebrada en Mosct. [Volver a la pagina 4]

Referencia de Euclides (vivié aproximadamente entre el 335 a.C. y el 265 a.C.) Ptolomeo | le
llamé para formar parte de los sabios que ensefiaron en la Biblioteca de Alejandria. Su obra mas famosa
es un conjunto de libros, Los Elementos, en el que se exponen en orden l6gico los fundamentos de la
matematica elemental conocida hasta entonces, es decir de aritmética (en el sentido de teoria de
numeros), de geometria (de puntos, rectas, planos, circulos y esferas) y de algebra (no en el sentido

moderno sino en el sentido griego de algebra geométrica) [Volver a la pagina 7]

Referencia de Fermat (1601 — 1665). Francés, abogado de carrera y magistrado de profesion,
por lo que fue apodado como “el principe de los aficionados’, reconociendo la gran pasién y los
importantes resultados matematicos que obtuvo a lo largo de su vida sin ser un matematico de profesion.
Transmiti6é sus ideas por carta sin publicar sus importantes descubrimientos realizados sobre todo en el

campo de la teoria de nimeros, de la probabilidad y en el calculo diferencial [Volver a la pagina 15 ]

Referencia de Euler (1707 - 1783). Muchos autores le describen como uno de los mayores
genios de la historia que ademéas plasmaba por escrito y muy répidamente sus descubrimientos. Se le
calcula una media de 800 paginas anuales de resultados brillantes e importantes. Sus logros en partes
de la matematica ya conocidas, como teoria de numeros, calculo, algebra y geometria, no le impidieron
que alumbrara casi en solitario nuevas ramas de la matematica como la topologia, sobresaliendo

también en Matematicas aplicadas. [Volver a la pagina 18]
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Referencia de A. Wiles (1953 - ...) Matematico britanico que alcanz6 fama mundial cuando en
1993 en unas conferencias que pronunciaba en el Instituto Isaac Newton, de la Universidad de
Cambridge, anunci6 la demostracion del ultimo teorema de Fermat. Posteriormente se encontrd un error
que fue subsanado en septiembre del 94. En este afio Wiles fue designado Eugene Higgins Professor of
Mathematics en Princeton. El articulo en el que prueba el Ultimo Teorema de Fermat es “Modular
elliptic curves and Fermat's Last Theorem” y fue publicado en el Annals of Mathematics en 1995. A
partir de 1995 Wiles comenzé a recibir premios y distinciones por su trabajo pero no pudo llegar a tiempo
de que se le otorgara una de las mas famosas distinciones matematicas, La medalla Field, que no se
concede a matematicos mayores de 40 afios. [Volver a la pagina 16]
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ANEXO:

PROGRAMA EN PASCAL QUE PROPORCIONA TERNAS PITAGORICAS PRIMITIVAS
Adjuntamos ademas un programa informatico escrito en lenguaje PASCAL que proporciona ternas
pitagdricas primitivas. El programa solicita introducir un nimero impar u y devuelve todas las ternas
pitagéricas primitivas de la forma:

H uz _ V2 uz + VZH

uv, ,

2 2
siendo v otro numero impar menor que Uy u'y v primos entre si

PROGRAMA

program ternas_pitagoricas;
uses crt;
var

i, winteger;

cont; char;

(* se programa una funcion que decida si dos nimeros enteros
sONn 0 No primos entre si *)

function primos_entre_si (n,m:integer):boolean;
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var control: boolean;
ainteger;
begin
control:=true;
if n=m then control:=false;
if n<m then
begin
fora:=2tondo
if (n mod a=0) and (m mod a=0) then control:=false;
end;
if n>m then
begin
fora:=2 to m do
if (n mod a=0) and (m mod a=0) then control:=false;
end;
primos_entre_si:=control;
end;

begin

clrscr;
(*Se solicita un numero impar*)

write (‘Introduce un nimero entero impar mayor que 1: ");
readin (u);
while ((u mod 2=0) or (u=1)) do
begin
write ('El nimero introducido no es correcto. Por favor introduce otro: );
readin (u);
end;
clrscr;

(*Se escribe todas las ternas pitagéricas que contienen
al nEmero solicitado*)
writeln (' TERNAS PITAGORICAS PRIMITIVAS (con base u="u,"");
writeln;
fori:=1tou-2 do

begin

ifi=1 then
writeln (u,' ',(u*u-1)/2:0:0, " ',(u*u+1)/2:0:0);

if ((i>1) and (i mod 2=1) and (primos_entre_si(u,i)=true) ) then
begin
writeln (ui,' ',(u*u-i*i)/2:0:0, ' ', (u*u+i*i)/2:0:0);
end;
end;

writeln;

writeln (‘Nota: tomando como base estas ternas primitivas,);
writeln('se pueden obtener otras sin mas que multiplicar los');
writeIn('tres nimeros que las forman por un mismo numero.');
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end.

(*Se pregunta si se quieren mas ternas*)

writeln;

writeln;

writeln (' “Quieres mas ternas?');
writeln;

writeln("' MENU:");

writeln (' Si (S));

writeln (' SALIR (2));

readin(cont);
while (cont="s") or (cont='S") do

begin
clrscr;
(*Se solicita un numero impar®)

write (‘Introduce un nimero entero impar mayor que 1: ");
readin (u);
while ((u mod 2=0) or (u=1)) do

begin

write ('El nimero introducido no es correcto. Por favor introduce otro: );

readin (u);
end;

(*Se escribe todas las ternas pitagoricas que contienen
al n£mero solicitado®)
writeln ( TERNAS PITAGORICAS PRIMITIVAS (con base u="u,"));
writeln;
writeln (u,' ',(u*u-1)/2:0:0, " ', (u*u+1)/2:0:0);
fori:=3 to u-2 do
begin
if (((i mod 2=1) and (primos_entre_si(u,i)=true))) then
begin
writeln (u*i," ',(u*u-i*i)/2:0:0, ' ', (u*u+i*i)/2:0:0);
end;
end;
writeln;
writeln ('Nota: tomando como base estas ternas primitivas,');
writeln('se pueden obtener otras sin mas que multiplicar los');
writen('tres nimeros que las forman por un mismo numero.");
(*Se pregunta si se quieren mas ternas®)
writeln;
writeln;
writeln (' “Quieres obtener mas ternas?');
writeln;
writeln(' MENU:");
writeln (' SO (9));
writeln (' SALIR (2));
readin(cont);
end;
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