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INTRODUCCION Y OBJETIVOS

En este trabajo vamos a analizar tres juegos:isaeside Rubik, el cubo de Rubik y las
Torres de Hanoi desde un punto de vista matemdiemarcando asi una parte lidica
de las matematicas, la teoria de juegos.

ANTECEDENTES

Aunque existe numerosa bibliografia con respettalas los juegos tratados (con
excepcion de los discos de Rubik), decidimos natoas en ella y realizar un trabajo
independiente, contrastandolo una vez ya realizado.



LOS DISCOS DE RUBIK

El juego esta formado por dos discos, con dosgguaé unidn, con bolitas de
colores como se indica en la foto:

El objetivo del juego es conseguir que
las bolas amarillas se encuentren en el
centro, las rojas de un lado y las azules
de otro.

Vocabulario

Llamamos al disco de la izquierda Ay
al de la derecha B.

Cuando giramos un disco K 1 bolita en
el sentido de las agujas del reloj,
escribimos K*, y si es en sentido
contrario al de las agujas del reloj,
escribimoskK ™.

Sean y 3 las intersecciones superior e
inferior respectivamente.

Numeramos las posiciones en Ay B a partindeumerado 0) en sentido de las agujas
del reloj para A y B, siendd la posicion 6 de los dos aros.

Resolucién

Primero procedemos a poner todas las bolas ansaeflael centro dejando antes
siete bolitas amarillas seguidas en un lado y cemel otro (es trivial que se puede
hacer).

Para el resto de la resolucion vamos a utilizasiggientes movimientos, en los que
la zona central permanece amarilla, girando taambdlas menos la especificada:

1.- B"A'B A B A(Permanece invariante B-7, el resto de rojas yeazgiran en el
sentido antihorario)

2.- A'B" A B A B (Permanece invariante B-7, las demas giran eidsembrario)
3.- AB"A'B A B Permanece invariante, A 7, giran en sentido horario
4.- B"A B A B A(Permanece invariante A 7, giran en sentido ardithmy

Demostracion del movimiento 1:

Cuando realizas el movimien®' la bolita de la posicién B-7 pasa a la posicién
B. En el movimientoA™ la bolita que esta en la posicipmpasa a la posicibon A5y la
bolita que estad en A 7 pasa a la posifioAl realizar el movimientd™ esta ultima
bolita pasa a la posicion B-7. En el movimienb la que esta en A 5 pas@.aCon el
movimiento B~ def3 pasa a B-7 y la bolita que esta en B 1 pasaPar ultimo, el
movimiento A" mueve la bolita da a A-1y la bolita amarilla que estaba descolocada

en A 7 se coloca gh De esta forma: la bolita que estaba en B 1 p#sa,da que
estaba en posicion A 7 pasa a B-8 y la bolita @hpgrmanece constante. C.Q.D.

Es decir:
- la bolita que esté en la posici@é+7 - 8 - A5 A5. - B-7- B-7



- laBl1-B2-B2-Bl1l-Bl-a- A
- y:Bn- Bn+l- Bntl- Bn- Bn. Brl10 0Of2,1(.

- An- An- Anl- Arl- Ans Ans ARlO 0Of-1-14.

Quedan asi demostradas las propiedades enuncaitaseste movimiento.
Los otros movimientos se prueban de forma analoga.

Ahora sélo nos queda demostrar que, una vez casdad bolitas amarillas, es
posible resolver los discos de Rubik mediante logimientos 1, 2, 3 y 4 Gnicamente.

Partimos de una disposicién cualquiera de lasdwfibjas y azules, estando las
amarillas ya situadas en el centro.
Suponemos, sin pérdida de generalidad, que ensiai@o B-8 hay una bolita roja, y
qgue hayk bolitas rojas en las posiciones A7, A8,... A&k puede ser nulo). Mediante
el movimiento 1 repetidk veces, conseguimos que se forme una cadekaldeolitas
rojas en las posiciones B-8, B-9, ..., B k&1).

Ahora distinguimos dos casos:

-la bolita en B-7 es roja. En este caso, realizaglogovimiento 4 de forma que
tengamos una cadena Ke2 bolitas rojas entre B-8 y B —R+2). A partir de aqui,
repetimos esta operacion si la bolita en B-7 ¢a, np sino nos referimos al caso
siguiente.

-la bolita en B-7 es azul. En este caso, realizazhasovimiento 1 repetidas veces hasta
gue se sitle una bola roja en la posicion A7. Ahleaaemos el movimiento 3 repetidas
veces hasta que una bolita roja ocupe la posici@nyBvolvemos a empezar.

Repetimos el proceso en su totalidad hasta que tadaolitas rojas estén en el
disco B. La cadena de bolitas rojas que hemos rmotgtno se rompe en ningudn
momento ya que nunca dejamos una invariante goksiones A-1y B1.



CUBO DE RUBIK

El cubo de Rubik es uno de los juegos mas consaioel mundo, y es de
dificil resolucion. En este apartado, vamos a praseina forma de solucionarlo.

Lo principal es partir de lo mas sencillo, y segamizado. Por ello, vamos
primero a aclarar ciertas cuestiones basicas yaa ge vocabulario.

Vocabulario
Llamamos:
-A, B, C, D, Ey F alas seis caras del cubo.
-cubito a los pequefios cubos (hay 8 cubitos). H#yo3 de cubitos:
* Tipo Ky: tienen sélo una cara de color. Los representarmnda letra en
minUscula de la cara a la que corresponden.
» Tipo Ky: tienen dos caras de color. . Los representamodaso? letras
en minuscula de las dos caras a las que corresponde
* Tipo Ks: tienen tres caras de color. . Los representamondas 3 letras
en minudscula de las caras a las que corresponden.
-plano a un conjunto de al menos 8 cubitos cuyosr@e estan en un mismo plano del
espacio. El plano que esta entre las caras N y &l giano NM.

-el hecho de rotar de90° una cara N lo escribimobl® (escogemos que +90° es el

sentido de las manecillas del reloj). Por ejem@lo,es la rotacién de 90° de la cara A
en el sentido contrario de las agujas del relo;j .

-Diremos que un cubito esta colocado si, y solo@ipa su posicion correcta.

-Diremos que un cubito esta orientado si, y séloademéas de estar colocado, los
colores de sus caras corresponden al color dealas ael cubo grande a las que
pertenecen.

Cuestiones bésicas

-El color de cada cara es el del cubito que tiensuecentro (es decir, el del cubito del
tipo K; que esta en la cara).

-Un cubito esta colocado si, y solo si, sus caeaseh los mismos colores que aquéllas
del cubo grande a las que pertenecen. Por ejemigiabito siguiente esta colocado:

-Un cubito esta orientado si, y solo si, cada unauk caras esta en la cara del cubo
grande que le corresponde. Por ejemplo:




-Si hacemos unos movimientos que no afectan alas en las que esta un cubito, el
cubito queda invariante.

-Si un cubito es afectado por los movimientodWM seguidos 6 viceversa, entonces
qgueda invariante.

-Si la cara de un cubito colocado esta en la camr@cta del cubo, entonces el cubito
esta orientado.

Resolucion

Para resolver el cubo, vamos a proceder de mangemipada, colocando y
posicionando primero los cubitos de la cara A, déspos que estan en el plano entre A
y B, y finalmente los de la cara B.

Para demostrar que nuestros pasos funcionan, esosgen sistema de
coordenadas centrado en el centro del cubo granctnyejes perpendiculares a los
pares de caras del cubo grande.

Todas las rotacioneN™ son rotaciones respecto de uno de los ejes de
coordenadas.

-> Primer paso: colocar y orientar los cubitos de tip K, de la cara A.
Para cada cubito, lo primero que hay que haceoa&aizarlo (gracias a los
colores de sus caras).

-Si no esta en Ay su cara de color A esta en B seloca de forma que su cara que no
es del color de A esté en la cara del cubo quernesponde (ya sea girando Ay B si
estd en AB, ya sea girando B si esta en B), y s @gta cara de forma que esté
colocado y orientado el cubito.

-Si no esta en Ay su cara de color A no esta émaBemosB*, giramos la cara de la
derecha de +90°, la de delante de -90° y la derkcta de -90°.

-Si esta en A, se gira la otra cara del cubo gramdl@a que esta, de forma que el cubito
se halle en AB, y se hacen los movimientos de antes

Es obvio que de esta forma, al posicionar un cub@amovemos otro cubito que
ya esté posicionado.

Asi, obtenemos: Z

— — X

Y

Y

-> 2° paso: colocar y orientar los cubitos de tipo Kde la cara A.

Hay que hacerlo sin mover los cubitos ya posiciosa@rientamos el cubo de
forma que A esté arriba. Girando B y el cubo, porerl cubito de colores a, my n de
forma que esté en B, My N, siendo M el plano deaemny = 1, y esté en (1; 1; -1).
Habra entonces de alcanzar la posiditi;1) .

-Si su cara del color a esta en B, hacemos laseeuB*N™ B B° N . Sus coordenadas
cambian segun el proceso:



LL-9 - (-L1-3-(-3% )~ (L p-( % %)1-( L%). Ademas, lacara
del color a pasa por las caras siguienigs: B -~ B- B- B- M. Ahora hacemos

los movimientos que describimos a continuacion
Los cubitos que ya habiamos colocado en el pasoHan sido movidos, aparte

del que esta en la cara M, al que le han afecslopgeracione#! "M, que lo dejan
invariante. De los cubitos que puede que ya habBamwocado en el paso 2, solo

desplazamos e(l—l;l;]) , que vuelve a su posicién y orientacion originay@sque solo
le afectan las operacion®é4 ™M ™.

-Si su cara del color a est4 en M, hacemos la se@uB " N"B" N".

-Si su cara del color a esta en N, hacemos la seizul " B'B"'N' B .

En estos dos casos, la prueba de que las secuesatiasorrectas es analoga a la
anterior.

-Si el cubito estuviese en A, T y P inicialmentensio T el plano de ecuacigr= 1y P

el de ecuaciéx = 1 y el cubito situado e(‘il;l;]), hacemos la secuencl@a BT, que

transforma el cubito enf;1,1) - (L,1-3 - (1 2 1~ ( & & )1, y de los cubitos
ya colocados, sélo desplaza el cubito que est(éOEr,ll), gue sélo es afectado por las
operacioned T~ que lo dejan invariante.

Asi, sin desplazar ningun cubito ya colocado, sitg el cubito que hay que
posicionar en la cara B. A partir de aqui, no hasmue ver con cual de los pasos
anteriores acabamos de colocar el cubito en sgipnsiorrecta.

- 3 paso: colocar y orientar los cubitos de tipo Kdel plano AB.

Queremos colocar el cubito de colores my n.
Giramos el cubo de forma que M sea el plano decg@mug = 1 y N el de ecuacion
x = 1. Rotamos B de forma que el cubito se situfed; -1) 6 en (1; 0; -1) y que una
de sus caras tenga el color de la cara del cubulgra la que pertenece (obviamente
siempre es posible).

-Si el cubito lo ponemos en (0; 1; -1), hacemos I|aperaciones
B"N"B"N'B M" B M. El cubito toma las posiciones siguientes.
(0:4-1) - (-50-3 - (-0 1~ ( Ok 1~ ( 0% )1~ ( 16;)L ( 16;)

- (0:5-9 - (119

(1; 1; 0) es la posicidon correcta del cubito. Cosh@ubito esta sélo afectado por los
movimientosB™B*B' B M, equivalentes & ~, la cara del cubito de color m se queda
en la cara m.

Como so6lo movemos las caras B, M y N, de los celdila cara A sélo desplazamos
los que estan en dichas caras, y s6lo son afecpaidas secuenciald™ N* 6 MM ",
qgue les hacen volver a su posicion y orientacidgirales. De los cubitos de AB y que
puede que estén ya colocados en su posicion carsgito desplazamos los que estan en
M 6 en N, que son afectados por las secuerdids™ 6 M*M ™, lo que les hace volver
a sus posiciones y orientaciones originales.

-Si el cubito lo ponemos en (1; O; -1), hacemos laperaciones
B'M*B "M B N B N. Se prueba de forma analoga que funciona.



-Si el cubito esta al principio en AB, en las caPag Q, P de ecuacion= 1, Q de
ecuaciéorx = 1, hacemos la combinacidd B'Q"B' P B P, de forma que el cubito se

halla en B. A partir de aqui, se sigue uno de &sop anteriores, el adecuado. Se prueba
de forma analoga que esta combinacién funciona.

A partir de aqui, no daremos demostraciones dalldez de los movimientos,
puesto que las demostraciones son analogas a éabemnos dado anteriormente: en
cada caso, se prueba primero que el cubito a copaaientar queda colocado y
orientado y después que los cubitos que ya hemascigpoado y orientado
anteriormente no han cambiado de orientacion cgosi
Ademas utilizaremos la nomenclatura siguiente [garaaras del cubo grande:

F

N

estando definidas ahora las caras de forma que:

La cara llamada... Es siemprela que esta en el plano de
ecuacion..._.aunque se gire el cubo

T moO|m| >
X
I
[
=

-> 4° paso: colocar los cubitos de tipo Kde la cara B.

Probemos primero 6 dos 6 cuatro de los cubitosstietgpo se pueden colocar
simplemente rotando B. Es obvio que no pueden habksrcubitos ya colocados.
Supongamos ahora que haya menos de 2 cubitos dokdairamos la cara B de forma
que el cubito de colores ¢ y e esté colocado cammente. El cubito que tiene los
colores c y e no puede estar al opuesto de lososuthe colores d y f. Supongamos sin
pérdida de generalidad que el cubito de colore§ skyhalla en la posicion del cubito de
colores c y f. Entonces, el cubito de colores d gyue no podra estar en su posicion
correcta, tendra que estar en la posicion del eulst colores de d y f. Y entonces el
cubito de colores c y f estara en la posicion dblto de colores d y e.

Luego tenemos que:



df de

ce cf

E

Pero entonces no hay mas que girar la cara B derbéf sentido de las agujas
del reloj para que df y de estén colocados.
Luego por reduccién al absurdo, hemos probado qdes@ cuatro de los cubitos de
este tipo se pueden colocar simplemente rotando B.

-Si los cuatro cubitos ya estan colocados, no laa mue hacer.
-Si hay sélo dos cubitos colocados, hay que inviei otros dos y se presentan asi dos
casos:

- Los cubitos colocados son contiguos (es decirsgusitian en dos vértices
consecutivos de la cara B). En este caso, tras ebtailbo de forma que los cubitos no
colocados estén en(-LL-1) y en (LL-1), hacemos las operaciones
D BD'E'BED B D B B.

- Los cubitos colocados no son contiguos. En este, deas rotar el cubo de
forma que los cubitos no colocados estén(eirl;-1) y en (11-1), hacemos las

operacionedD B D'E'B'BE D B D B.

59 paso: Orientar los cubitos de tipo K de las caras B.
Primero precisemos que no es posible que hayaawante tres cubitos ya
orientados.

-Si los cuatro cubitos estan orientados, no hag gae hacer.
-Si dos de los cubitos estan orientados y son gaosi rotamos el cubo de forma que

esttn en (LL]) y  (-113 y  hacemos las  operaciones

D B'D'E'B'E AE BE DB D A, una 6 dos veces (segln el caso, se llegara al
resultado querido haciendo las operaciones sél@ ws veces).
-Si dos de los cubitos estan orientados y no sotigems, rotamos el cubo de forma

que estén en (LL) y (-LL) 'y hacemos las operaciones

D B'D'E'B'E AAE BE DB D A Auna 6 dos veces.
-Si s6lo un cubito esta orientado, rotamos el adbdorma que éste esté (?ﬂl;l;—])

y hacemos las operaciond3 B'D'B'D B'B'D B B que orientan al menos un
cubito. Asi habra 6 dos 6 cuatro cubitos ya ordwdgay orientamos los que faltan
gracias a los puntos anteriores.

-Si no hay ningan cubito orientado, hay que haasmhismas operaciones (con la cara
ya montada hacia arriba) de forma que al menosubitocse posiciona y no hay mas
que volver a uno de los casos precedentes.



6° paso: Colocar y orientar los cubitos de tipo Kde la cara B.

Una vez este paso hecho, habremos resuelto eldrmilBtubik. Pero es el paso
mas complicado.

Primero precisemos que no es posible que hayartagmente tres cubitos de
este tipo ya colocados y orientados.

-Si los cuatro cubitos estan ya colocados y ordo#ael cubo de Rubik ya estara
resuelto.

-Si dos de los cuatro cubitos estdn ya colocadosentados y estos dos cubitos son
contiguos (es decir que no son simétricos resptoentro de B), giramos el cubo de

forma que estén en(0;1-1) y(-10-) y hacemos los movimientos:
CBAFFBBAAEBEAABBFFBATT

-Si hay dos de los cuatro cubitos que estan cotmcgcbrientados y estos dos cubitos
no son contiguos, giramos el cubo de forma quenesté(0;L-1) y(0-1-1 vy

hacemos los movimiento® BBD'CEDC ADCFFDCADCEDC.
-Si s6lo uno de los cubitos esta ya colocado yntado, giramos respecto del eje de las

cotas el cubo de forma que est¢ en0;1-1) y hacemos

C'D'E'C'D B BC D E C D. Repitiendo esta secuencia una 6 dos veces mas, se
orientardn y posicionaran al menos un cubito. Aipde ese momento, para acabar la
resolucion del cubo, nos referimos a uno de losscasteriores.

-Si ningun cubito esté ya colocado y orientadoghams los mismos movimientos que
antes, los cuales repetidos una 6 dos veces calogaorientaran al menos un cubito.
No hay mas que referirse a casos anteriores a garéqui.

DE ESTA FORMA, HABREMOS RESUELTO EL CUBO DE RUBIK.
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TORRES DE HANOI

Descripcion del juego:
El juego, inventado en 1883 por el matematico #artedouard Lucas, consta de
tres palos, en los que se insertan una serie desdite distinto radio. Al comienzo de la
partida, todos los discos aparecen en el primer @alorden decreciente de radios. El
objetivo del juego es pasar todos los discos dmadaltpalo, con las siguientes
restricciones de movimientos:

- Un movimiento consiste en tomar e
disco superior de uno de los palos
colocarlo encima de los de otro.

- Solo se puede realizar un movimient
cada vez

- Un disco solo puede ser colocado sob
otro si su radio es menor

Ejemplo de partida:
Tomemos los discos a, b y c y los palos 1, 2 gl@stque:

radiq, < radig, < radiq
La partida seria a3, b2, a2, c3, al, b3, a3 yazaeia en 7 movimientos.

La leyenda dice que, en un templo de Benarés,i@xisa clpula que sefialaba
el centro del mundo, en la que se encontraba umdefmsobre la que habia tres agujas
de diamante. En una mafiana lluviosa, un rey maodé@rp64 discos de oro, siendo
ordenados por tamafio: el mayor en la base de ey el menor encima de todos los
discos.

Los sacerdotes del templo debian mover los disotie ¢as agujas, segun las
leyes que se les habian entregado: "El sacerdoterde no debia mover mas de un
disco a la vez, y no podia situar un disco de mdj@metro encima de otro de menor
diametro".

Se decia que cuando los sacerdotes finalizaraabsu, lel mundo se acabaria.
Hoy no existe tal templo, pero el juego aun perdural tiempo...

Obijetivos:
Este trabajo consta de dos partes:

En la primera, se analizara el juego en su conjpata cualquier nUmero de
discos, determinando estrategias para ganar y remminimero de pasos necesarios
para conseguirlo, aparte de un analisis de la fodnale ciclos en su estructura.

La segunda parte es una generalizacion del juegdaeque se plantea la
posibilidad de que, ademas de mdltiples discostaximas de tres palos. En esta parte
se intentara describir una funcién que indique @hero minimo de movimientos
necesarios para completar este reto matematico wraddmero cualquiera de discos y
palos, lo que se trata de un problema abierto.
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TORRES CON TRES PALOS Y VARIOS DISCOS

En primer lugar, intentaremos hallar el nimero mide movimientos
necesarios para ganar para un niamero cualqaigealiscos.
Definicion:

LlamamosM(a) = n a la funcion de variable el nimero de discos queamo
valor el numero de movimientos antes indicado.

Experimentalmente sabemos que:

M(1) = 1
M(2) =3
M@3) =7
M(4) = 15
Hipdétesis:

Para tod&>0:

M(a) = 2°- 1

Demostracion por induccion:

M(1) = 1y M(2) = 3 son valores ciertos y cumplen la hipotesis.

Llamemos a los discog, %,..., %, tales que el radio dg sea menor que el de
X2, etc., siendo el radio de el mas grande. Por las reglas del juegono podra
colocarse encima de ninguno de los otros discdgbgra ser el que esté mas abajo en
el tercer palo al terminar.

Por tanto, en algin momento la tercera columnardetstar totalmente vacia, y
dado que solo se puede mover un disco cada vpalcel o 2 debera tener solo al disco
Xa-

Esto supone que para mover &discos a la tercera columna, primero hay que
mover losa-1 primeros al segundo palo, después pasal tercero y finalmente volver
a pasar los del segundo palo al 3. De esta magr@eos que:
M(@) =M(a-1) + 1 + M(a-1) =2 M(a-1) + 1
De aqui obtenemos queM{a-1) cumple la hipotesisvi(a) también, ya que:

M@-1l)=2'-1=> M@=2@*"1)+1=2-1

Con lo que la hipotesis queda demostrada por indinicc
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Demostracion sin induccion:
Llamemos:

Px)=2x+1

Por lo que hemos deducido anteriormente:
P[M(a-1)] = M(a)

Entonces, podemos escrib{a) como:
M(a) = P[M(a-1)] = P[P[M(a-2)]] = P M(a-2)] = PM(a-3)]

Y en general:
M(a) = PM(a-k)]

Tomanddk = a-1:
M(a) = P*{M(1)] = P*(1)

Pero:

| a-lvece
P ) =2-2-...-2-2+1)+1)+1.)+1F2+2%2+ +2+1

Entonces:
M@)=221+2*2+ . +2+1=2-1

como queriamos demostrar.

Ahora que ya sabemos el nimero minimo de movinsentamos a intentar
obtener una estrategia que nos de los movimiergossarios para ganar en el minimo
namero de pasos.

Definicion:

SeaN una funcion que asocia a todo t(#&hy,br) el conjunto de los movimientos
necesarios para pasar una columnaad#scos del paldy al palob; en el minimo
namero de pasos respetando las normas del juego.

Por ejemplo:
N(3,1,3) = {%3, %2, %2, %3, x1, %3, %3}

Son los movimientos necesarios para pasar tresial primer palo al tercero.
Ademas, es la solucién del juego para tres diguasaf todos del palo 1 al 3).

Podemos expresar, entonces, el juegoactiscos como halldx(a,1,3)

Por la definicion d&N y M, podemos decir que, para cualesquingnabs:
IN(a,kv,bx)| = M(a)

Ya que el nimero de elementoshles el nimero de movimientos minimos, que
esM, y by y by no afectan a éste.

Ahora, el objetivo es intentar descompoh&gn,ky,bx) en conjuntos conocidos
mas pequefos para facilitar su estudio.
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Definicion:

Definimos la union de dos conjuntda,by,by) y N(a",n",br") como un nuevo
conjunto que incluye todos los elementos del primgr a continuacion, todos los
elementos del segundo, y designamos la operacidb/p@ue no es ni conmutativa ni
asociativa).

Ejemplo:
N(3,1,3) = {13, %2, %2, %3, X1, %3, %3}
N(2,3,1) = @(12, %1, Xll}
N(3,1,3)U N(2,3,1) = {13, %2, %2, %3, x1, %3, %3, x12, %1, %1}

Con esta operacion podemos establecer la relaigoieste:
N(a,kv,br) U N(a,b,bo) ={¢}

Esta relacion resulta de hacer y deshacer una derimovimientos, lo que
equivale a no haber hecho ninguno.

Por otro lado, siguiendo el razonamiento que usapws calcularM(a),
podemos decir que, para toato
N(a,1,3) = N(a-1,1,2)J N(1,1,3)U N(a-1,2,1)
N(a-1,1,2) = N(a-2,1,3)J N(1,1,2)U N(a-2,3,1)
N(a-2,1,3) = N(a-3,1,2)J N(1,1,3)U N(a-3,2,1)

De estas expresiones, podemos deducir que pararfama columna de discos
en el palo 3, primero hay que formar unaeken el 2, una da-2 en el 3, etc.

Finalmente podemos deducir que se deben realihamoas del, 2, 3,...discos
alternativamente en los palos 2 y 3 hasta compkee@ea discos.
Esto nos deja dos casos de juego, en funcion plridad dea:

Siaes impar, los movimientos son:
N(a,1,3) = N(1,1,3)J N(1,1,2)U N(1,3,2)U N(1,1,3)U N(2,2,3) ...
LN(1,1,3H
L N(2,1,2—
' N(3,1,3) |
' N(4,1,2)

formandose las columnas g2, 3,..., adiscos antes mencionadas.

Siaes par, los movimientos son:
N(a,1,3) = N(1,1,2)J N(1,1,3)U N(1,3,3)U N(1,1,2)U N(2,2,2) ...
LN(1,1,2H
L—N(2,1,3—
' N(3,1,2) |
' N(4,1,3)

formandose de nuevo las columnadda, 3,..., adiscos.
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Para concluir, cabe destacar que conociendo ciectasbinaciones de
movimientos basicas, conid(1,h,bx), N(2,kv,b) y N(3,b,bx) y la estructura general de
la resolucion de las torres antes descrita (forémade columnas dg, 2 ,3,..., aliscos)
la solucion del juego resulta rapida y mecanica.

A continuacion se da la solucion de algunas pastida

N(1,1,3) = {%3}

N(2,1,3) = {%2, %3, %3}

N(3,1,3) = {43, %2, X2, %3, X1, %3, %3}

N(4,1,3) = {42, %3, %3, %2, %1, %2, x2, %3, %3, %1, %1, %3, %2, %3, %3}

N(5,1,3) = {%3, %2, %2, %3, X1, %3, X3, %2, %2, %1, %1, %2, %3, %2, X2, %3, %2,
%23, %3, %1, X2, %1, x1, %3, %3, %2, %2, %3, %1, %3, %3}

N(6,1,3) ={x2, %3, %3, %2, %1, %2, %2, %3, %3, %1, %1, %3, %2, %3, %3, %2, %1,
X2, %2, %1, %3, %1, %1, %2, X2, %3, %3, %2, %1, %2, %2, %3, %3, %1, %1, %3, %2,
X23, %3, %1, %1, %2, %2, %1, %3, %1, %1, %3, %2, %3, %3, %2, X1, %2, %2, %3, %3,
x21, %1, %3, %2, %3, %3}

CICLOS EN LAS TORRES DE HANOI

Como hemos visto antes, la resolucién de lasefode Hanoi se basa en un
procedimiento iterativo, con lo que no es de esdrajue se produzcan repeticiones en
los movimientos. Analizando las mismas, podemo®mas que se forman ciclos de
movimientos.

Asi, en disco, se cumple que, una vez se ha movido, no vuehazerlo hasta
pasado®" movimientos. Esto se explica porque cuando se ejuEy para formar una
columna de n discos (aunque sea para formar o ckrshiaa mayor), con lo que se usan
2" — 1movimientos y a continuacién (movimiertd se vuelve a mover.

Por otro lado, dado que las torreslde, 3,...discos se establecen en columnas
alternativas, también existen ciclos en cuantoczalgué lado se mueven los discos. De
esta manera, para torres godiscos, los discos de la formay se mueven siguiendo la
pautal-3-2, mientras que los de la forma.k.1 Se mueven segun la padt-3

También es relevante el hecho de que, en cada nemon siempre se ha de
moverx; o el siguiente disco mas pequefio. La explicacgdgue, a cada paso se da una
de las siguientes posibilidades:

1. Se inicia la formacién de una nueva columnauwm caso hay que mover el
mayor de los discos de ésta (aunque sea tambiéndmgnenor de los que
se pueden mover segun las reglas del juego)

2. Se finaliza su formacion moviendo la cuspidescamenoix;.
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GENERALIZACION PARA VARIOS PALOS Y DISCOS
Definicion:

Llamamosf(a,b) al nUmero de movimientos necesarios para compdtaiego
cona discos yb palos.

Generalidades:

Légicamente sia<b-1, f(a,b)=2a-1 ya que se puede colocar cada disco,

con excepcion del ultimo, en un palo, pasar ematidisco y reagrupar. $1<2 la
funcidn solo esta definida paee=1.

Supongamos que tenemos un a tal, que podemosdista-l en una serie de
columnas (corc discos cada una) de forma que cada una se puedarfoon2c —1

movimientos. Tras esto, moveriamos el disgp sepetimos el proceso. El numero total
de movimientos serid(2c, -1+ X, - 1+ .+ Z, - 1y E 4¢+Cc+ £ ¢ ) 2 .

n
Dado queZq =a-1 el minimo se alcanzara cuando utilicemos el maximo
i=1
namero de columnas, en este caso b-2. Por tahfe,b)=4a-2b+1 para

b-l<as< —(b)(b_l)
2

Es facil comprobar que se puede cb (g_l) pues g¢puede valer b-1,d-2, ..., 6.2 2,

y a esto hay que sumarle el dltimo disco.
Como corolario, sa=b-1, 4a-2b+1= 2a- 1

Hasta ahora, todas las distribuciones minimas erdenadas, es decir, el
proceso consiste en formar b-2 columnas, que unaa@struidas permanecen sin tocar
hasta ser recolocadas en el ultimo palo.

Vamos a suponer que para cualesquiera a y b, strébdcion ordenada (que se
demostrara al final) es la mas rapida. Entonce$(a,b) seria

2(f(d,,b)+ f(d,,b—1)+ ..+ f(d_,,3) 1. Donde dseria el nimero de discos que hay

en cada una de estas columnas ordenadas. El 2bseadque los movimientos se
realizan para colocar las columnas y para quitgrkelst1 corresponde al ultimo disco.

Para distinguir, llamaremos a la funcién que “ésta del paréntesisF(a,b).
Digamos que una funcion €, cuando su pendient®". Hasta ahora, hemos visto que
la funcién se comporta primero como ufia(cuando insertas el primer disco), después
como unaf, y después como ung,. Al afiadir un disco en la expresion del parrafo

anterior, el aumento minimo de movimientos se darélocar este disco en la funcion
dentro del paréntesis que tuviera menor m. Cuarthdimos el segundo disco,
podemos colocarlo en ung, entoncesF (a,b) aumenta dos movimientos. Como ya

se ha demostrado, se pueden ir colocando discdg kasta un maximo de b-2 discos.
A partir de aqui, todas las funciones dentro de¢msis sonf,, y por tantoF (a, b)
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—(b)(b_l) como Yya
=

tiene pendiente 4. Esto ocurre hasta que se aldanzata de

habiamos demostrado. En este momento, cadale b-i, es decir, que al afiadir un
disco mas, tendras que utilizar urfa y F(a,b) tendra pendiente 8Asi pues, la

pendiente dd-(a, b) se va duplicando cada un cierto numero de discos.
Definicion:

Para describir la funcion, vamos a considerar guiosos en los que, fijado b, la

pendiente se duplica. Dado que las diferentes petati son2", llamaremos por
comodidad n-ésimo limite al numero maximo de disque puedes poner con un

numero fijo de palos para los que la funcién tieeependiente2”". Lo llamaremos
I(n,b).

Propiedad:

Dado que el n-ésimo limite se alcanza cuando sezdn los n-1-ésimos limites en las
di y se ha movido el ultimo disco, se debe cumplé:qu

I(n,b) = I(n-1b-1)+ 1 @ -1b-2)+ .+ | if -1,3)

{7

Hipotesis:

Demostracion:

Dado que se cumple:

[(n,b) = In-Lb-)+ I -1p -2)+ ..+ |1 -1,3¢
(n+b—2j (n]
= =1
n n
b(n+i-2 n+b-1
I ey

Aplicando la propiedad de los numeros combinatorios

() ()

Y que sib=2:

Se reduce a demostrar:
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Podemos escribir:
n+b-1) (n+b-2 N n+b-2) (n+b-2 N n+b-3 N n+b-3) _
n+l | n n+l | n n n+1 |

3 N ey

b
i=3

Como:

Tenemos que:

U U N S R e L ey

Como queriamos demostrar.

Dejando b fijo, se observa que los n-ésimos lingt@dorman una diagonal del
triangulo de Pascal, de forma que la diagonal pedente a 3 palos es la fie2, 3,
4..., la perteneciente a 4 palés 3, 6, 10..El 1 se puede considerar que es el limite
cero pues de cero discos a 1 disco se requiereovimiento que e&’.

Por otra parte, la primera diagonal, formada posupone los limites para dos

palos, ya que solo se puede mover un disco. Commsalad, los n-ésimos limites para
b palos se tratan de los niUmeros triangulards 2ildimensiones.

Comportamiento general de la funcion
Hipoétesis:

La funcion sigue la estructura de una exponenaabase 2 con exponentes
relacionados con el numero de limite y multiplicada otra funcion.

Demostracion:

Con el objetivo de simplificar la funcién no vame&nalizarla en su conjunto,
sino solo en sus limites. Una vez hecho esto, goteemos el resto de sus valores.

Segun lo que hemos deducido antes:

o1
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Por la relacién del triAngulo de Pascal antes no@acia, sabemos que:

I(n,b) = I(n-1b) + I(,b-1

Por otro lado, sabemos que ddl (n-1,b),b) hastaf (I(n,b),b) la pendiente eg",
por lo que podemos establecer la forma recursiva:

f(1(n,b),b)= f(I(n-1b) )+ 2 4 (b-1

Desarrollando la suma completa, podemos expréﬁb(m,b) , b) como:

f(I(n,b),b):Zn:Z 1ib-2)

Sustituyendo los limites por su valor tenemos que:

f(|<n,b),b)=i2(n;:3)

i=0

Siendo su representacion gréfica:




Por otro lado tenemos que, al ser la pendighyepara0< m< I(n+1,b)- I(n,b):
f(I(n,b)+mb= f(I(nb,h+2-n

De donde obtenemos que:

(I(nb)+m,b:i2( _j + 2%

Por otra parte tenemos que:
f(nb,b)=2( f(I(n-10) .9+ f((n-1b-3 ,b-3+ .+ (- LB P+ 2
=2:f (1@ -1b)p)+ f( 1O b-1p -}

Combinando esta ecuacion con la otra recursioentes que:
f(I(n,b),b)=2""1(+1b-1) - f(1 o+ b -1)b -J

Calculando los casos particulares para b=3, 465y
f(l(n 3), ):2”1—] (Yaquel(n,3)=n+1)
I(n,4),4) =n-2"+ 1
n°+n+2
21

f(

f(H(n

f(l 6) ! n® +3n° +8n
(I

) 21+1 -1

3l

1 n*+6n°+ 23’ + 18n+ 24

f -1

1(n,7),7)= m

Dado que 0!y 1! valen 1, intuimos que la funci@mé la forma de:
b)
f (1(n,b),b) = 2" g(n, + 1
(1(n.b).b) -3 ¢ f

Dondeg(n,b)es un polinomio de grado—3.

Por induccién, si:
_ o 9(N, b)
f(I(n,b),b)—Zn er(_l)b
f(I(n,b),b) =24+ Lb -1) - f(I b+ 1p -Db Y=

_ ot 2 9(N+1,b-1) , you _
=2 (n+1p -1 2 ——(b 2 (- )

Entonces:

(n+b-2)!

(n=1): -2{(b-3 g+ 1b- 1)
- 2n+1 )

(b-3)! ()
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+b-2)!
Donde el numerador es un polinomio de grad@ ya que(n(—l)l) tiene grado
n-1)!

b-3y 2{(b-3 g (+ 1b- 1tiene gradd-4.

Vamos a hallar el valor dg(n, b)

golm:(b_Q%}UHLb—D—EQEEEQZEﬂ

(b-4)!

Sustituyendo en la funcién sucesivas veg@st1,b-1) g(n+2,b-2) etc. por su valor
obtenemos:

N

g(nb)=(b-3)!

k_)_ (-2 4 i b= 1)

gue es equivalente a:

ghmm:(b_gbmﬂ_am(n+b—2]

n+i

i=1
Aunque esta multiplicado por (b-3)! el término daywor grado tiene coeficiente 1

b_

(b_s)!_zlz(_z)i—l(n+b—2

—_ +1 i n+i
f(I(n,b)+m b =2" 5-3)

j+m+(—1)b

Preferimos no simplifica(b—B)! pues asi el polinomio tiene coeficientes enteros.
Obviamente, se trata de un polinomio de grado b-3.

A continuacion la grafica de los primeros polinosio

|

I'\ 888

i8 15 28

—280

—480

—680
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Como se observa, ninguno de los polinomios poseegaeales (con excepcion
de n=0, en las impares), por tanto seria interesamlizar la distribucion de las raices
en el campo complejo, pudiendo haber una distrdsugiarticular, incluso un fractal
debido a la naturaleza altamente iterativa defastaon.

De esta manera queda resuelto el problema de obéémeinimo nimero de
movimientos necesarios para resolver las Torrésas®i cona discos yb palos.

Conclusion:

Siendoa el numero de discoslyel de palos tal que:
I(n,b) <a <I(n+1,b)
Y:
a—I(n,b)=m
Tenemos que las funciones:

n (i+b-3
R
i=0

(b_3) !.%:2(_2)i—1 [n';i: 2
f (a,b)=2"" =

j+m +(-1y

(b-3)!

Permiten calcular de forma exacta el nimero mirdenanovimientos necesarios
para resolver las Torres de Hanoi con cualquierandrde palos y discos. La primera
formula es mas apropiada que la segunda cuanddastsnte menor b, pues en caso
contrario el sumatorio es mucho mas grande.

La ventaja de la segunda es que una vez calculgm@i®omio para un b dado,
los calculos se reducen drasticamente.

Algoritmo:

De lo hallado, se deduce facilmente el algoritmeoapasolver las torres de
Hanoi con b palos y(n,b) discos en un nimero minimo de movimientos. Llansatno

a las i-ésima columna. Procederemos de la siguieatera:

-Colocamod (1,b)discos ent I(1L,b—-1) ent, ...,I(1,3) enlat.:.
-Movemos un disco, y colocamos las columnas awgsiencima, obteniendo
una columna com(2,b) discos engt

-Hacemos columnas dél,b —1)discos en# I(Lb—-2)ents, ...,I(1,3) enlat..
-Pasamos un disco y reagrupamos, obteniendo lmarca conl (2,b —1) discos
en t.1.
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-Procedemos de manera analoga hasta obtener lunanecconl (2,3) en g, con
[(2,4)en &, ..., [(2b-2en t.4, I(2,b)en t. Movemos un disco desde lasta 4 y
reagrupamos, obteniendo una columnald8ib).

-Obtenemos columnas com(n-1,b), I(n-1,b-1), ..., I(n-1,3) discos,
movemos el ultimo disco ena la columna que esté libre y reagrupamos.

Si se tratase de un numero de discos (a) comprendidtre dos limites
I(n,b) y I(n+1,b), de nuestro trabajo se desprenden tres caraict@sist

-Los a-I(n,b) discos pueden ser distribuidos en las columnassgqueuiera
siempre y cuando el nimero de discos en estaspwesu(n,d) donde dindica el

namero de palos Utiles para una columpastdecir, el nUmero de columnas vacias mas
las que tienen discos mas pequefios que ella.

-Para formar cualquier columna intermedia, compdeEnéntre el k-ésimo y el
k+1-ésimo limite, en ningdn momento se debe supelak-ésimo limite en las
columnas intermedias.

-Para formar cualquier columna intermedia, compdenéntre el k-ésimo y el
k+1-ésimo limite, hay que recurrir a la distributique deje sin utilizar el menor
namero de palos (es decir, si con 7 discos y 4spale preferible al formar la primera
columna de 4 discos, formarla a partir de dos coasrde dos que de una columna de 3
y una de 1), lo que se basa en la formula inicial:

20—+, - .+ -1y F 4¢+ct+ k¢ D

Demostracion de que la distribucidon es ordenada

Ante todo somos conscientes de que la demostragi@n vamos a dar a
continuacion no es completamente rigurosa aundugiviamente correcta. Asi mismo,
estamos seguros de que debe existir una demostréaridal que, sin embargo, ha
escapado a nuestros intentos.

Supongamos que en un momento dado, en lugar deacaloa torre encima de
la que le corresponde, la dejamos donde esta. Mamvama serie de discos (aqui
también incluimos no mover ninguno) y a continuad&nemos cuatro opciones:

-Colocar la torre donde la ibamos a colocar anfes.este caso, estamos
afadiendo mas movimientos pues nos supone la ndantadad de movimientos que
antes y, ademas, al mover esa serie de discosstuispuesto de un palo menos.

-Dejar la torre donde esta. En este caso sedmtaa distribucion ordenada y
sera minima cuando cumpla los requisitos expuest@s trabajo.

-Mover la torre encima de otra que no le corredpoin este caso nos supone la
misma cantidad de movimientos que antes y adersper@mos de un palo menos.

-Colocar una torre mas pequefia encima de estan®iargo, este caso se puede
analizar desde el punto de vista de la torre mgsgi@ y se reduce al anterior.
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