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Este trabajo no surgié como tal desde el principio. Al principio se trataba Unicamente de unos
“problemillas” interesantes para conocer mas a fondo las ecuaciones de segundo grado.

Queriamos averiguar alguna propiedad que se cumpliera en todas ellas y que nos permitiera
disminuir la operatoria para hallar sus soluciones, dado que este proceso puede resultar repetitivo v,
sobretodo, repetitivo.

Segun ibamos averiguando algunas de ellas, se nos ocurrian mas posibles opciones por dénde
investigar: algunas sugerentes y otras no tanto, algunas con solucion y otras con carreteras cerradas al final
del recorrido.

Entonces fue cuando nuestro profesor sacd a la luz la Regla de Hudde: la idea clave que nos
permitid continuar en nuestra labor. Aqui es cuando empezamos a idear el trabajo a partir de los resultados
que teniamos ya averiguados.

La Regla de Hudde nos permitio, a parte de seguir “trasteando” con ecuaciones, ampliar nuestro
estudio a las progresiones y funciones. Es, en definitiva, el pilar fundamental que sostiene la sencilla
investigacion matematica que hemos realizado.
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Nuestros propositos a conseguir fueron surgiendo a la vez que progresaba nuestro estudio. Se
resumen esencialmente en:

1. Averiguar Utiles propiedades sobre las ecuaciones des segundo grado que facilitaran su resolucion
a simple vista.

2. Ser capaces de encontrar un método gracias al cual se pueda comprobar como seran las
soluciones de una ecuacion (enteras, decimales...) de un rapido vistazo.

3. Informarnos, un poco, sobre algunos matematicos importantes de otras épocas y lugares cuyos
descubrimientos afectan nuestra vida cotidiana.

4. Demostrar, por nuestra cuenta y usando nuestros propios métodos, la Regla de Hudde aplicada a
diferentes tipos de ecuaciones y funciones.

5. Investigar si existe alguna relacion entre las ecuaciones / funciones estudiadas en la Regla de
Hudde, entre la ‘original’ y la resultante después del proceso.

6. Representar y estudiar sobre el eje de coordenadas las posiciones de las funciones objeto de
nuestro estudio.
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Este es un resumen bastante amplio y con detalle de lo que ha supuesto nuestra investigacion sobre
ecuaciones y funciones.

1. Propiedades de las ecuaciones de sequndo grado:

La idea del trabajo surge conforme estudiamos algunas propiedades de las ecuaciones de segundo
grado como ampliacién de lo que ya se conoce comUnmente sobre ellas.

1.1. Relacién entre las soluciones de las ecuaciones de segundo grado:

En primer lugar optamos por cambiar los coeficientes de la ecuacidn, y comprobar si existe alguna
relacidn entre las soluciones de la original y de la ya modificada:

1.1.1. Lasecuaciones ax*+bx+c=0y cx’+bx+a=20

Nos planteamos las soluciones algebraicas de ambas ecuaciones:

. axZ+bBx+c=0

—b ++b? —4ac
x =
2a

. cx?+hbx+a=0

. —b+Ab*—4ca
x' =
2c

En una primera observacion, nos damos cuenta que, si & = ¢, ambas ecuaciones son iguales.

axZ+hry+c=cxi+bx+a axi+rc=cxZ+a
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Para abarcar el problema, nos planteamos un ejemplo. Pero para asegurarnos de que no exista
ningun inconveniente, preparamos los resultados de la primera ecuacion:

X1=5 ; x:=_5
>> (x —=5)-{x+86) = xT+x—30

Una vez que tenemos la ecuacion preparada, comenzamos propiamente el problema:

. x*+x—30=0

—1+,/12—4-1-(-30)
1= 21

-1—-,/1—4-1-(-30)
2%1 B

-6

Xa=

. —30x*+x+1=0

o —1+y12—4-(-300-1 1
e 2-(-30) B

-1-/12—-4-(=30)-1 1
2- (=30 5

X 2=

A simple vista comprobamos que las soluciones de la segunda ecuacion son las inversas de las de la
primera. Enunciamos un teorema que mas tarde intentaremos demostrar algebraicamente.

Teorema n° 1:
Las soluciones de:
ax®+bx+c=0 y cx*+bx+a=0
son numeros inversos dos a dos.
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Ahora, como posible demostracién, se nos ocurre multiplicar las soluciones. Conocemos que el
producto de dos numeros inversos tiene como solucion: 1

De hecho, asi lo demuestra la multiplicacion de las soluciones de las ecuaciones del ejemplo:

1
x-x",.:s.—z']_ x,.,.x" =—5(__):
1 E 5 2 1 5

Pasamos a la demostracion algebraica:

o x,-x,

—b+vbi—dar —-b—+bhiI-dca B (—E:I +4/b%— 4&6}(—.’3 —/bhE— 46:1}

2a 2c 2a- 2¢
b2+ b2 — 4ca — bVbZ — 4ac — (Vb2 — 4ac ) (Vb2 — 4ca)
- 3 dac
B hi— '[x-"b:— dac) _ b2 —(b? —4dac) _ b2 —b2+ dac  dac 1
dac dac dac dac
*  xp-x'y

—b—vb*—dac -b+Vb —dca (=b—+BT—4ac)(-b+vb% — 4ca)

2a 2c 2a- 2c
b?— bWb? — dca + bWb? — dac — '[*s.-’bg - 4-:16}(\"1531 — 4ca )
- ) dar
b= (Vb?=dac)” b?-(b?—4ac) b*-b +4dac dac 1
4ac 4ac 4ac dac
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Queda demostrado algebraicamente que las soluciones de las ecuaciones:

axZ+bx+c=0

cxi4+byx+a=0
son inversas dos a dos, es decir, Xy es inversaax’z; y Xz esinversa a X's.

EJEMPLO
Denominacion xy-x'y xp-x'5 xz-x'y x3-x's
Ej | 5 L 5 L (2} ( 1) (a3
Jempio 6 5 6

Logicamente los resultados inversos seran 5 respecto a 1;’5 y —6 respectoa 1!6
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Otro sistema para intentar encontrar propiedades de las ecuaciones de segundo grado es cambiar los
signos de uno o varios de sus coeficientes. En esta “técnica” se basan los dos siguientes casos:

1.1.2. Las ecuaciones ax?+bx +c =0y ax’—bx+c=10

Puesto que en el caso anterior hemos llegado al resultado de una manera sencilla, clara y
relativamente rapida, seguimos el mismo proceso:

| ax®+bx+c=0

—b ++b? —4ac
2a

=

. ax2—bBx+c=0

¥

b+4b%— dac
=

2a

Por semejanza a la primera observacion, si b = 0, ambas ecuaciones son iguales.

axZ+hbr+c=ax?—bx+c axi+rc=axri+c

En este caso, elegimos las soluciones...
= 2 ; Xo= -3

> (x—2)-(x+3)=x2+x—-58

Una vez que tenemos la ecuacion preparada, comenzamos propiamente el segundo problema:

| x24+x—6=0

=1+ 12—4.1-(-6)

xl— 2-_1 2
~1—-J1-4-1-(-6
Xa= L ( }:_3

2-1
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], x2—x—6=0
- _1+\,-“12—4-1-(—5}_3
1= 2.1 -
1—,/12—4-1-(—8)
.'X-J2= Ll =-2

2-1

Enunciamos de la posible propiedad en forma de teorema fruto de las observaciones a primera vista.

Teorema n° 2:
Las soluciones de:
ax*4+bx+c=0 y axZ—bxL+c=0

son numeros opuestos dos a dos.

En este caso, como posible demostracion, se nos ocurre sumar las soluciones. Conocemos que la
suma de dos nimeros opuestos tiene como solucién: 0

De hecho, asi lo demuestra la suma de las soluciones de las ecuaciones del ejemplo:

x1+x':=2+(—2}=ﬂ x2+x"1=—3+3=ﬂ
Pasamos a la demostracion algebraica:

° Xy +x o

—b +Vb?—dac N b—+b?—dac (—b +bT—4ac) + (b — b — 4ac)
2a 2a - 2a
—b+b+vb?—dac—+vb*—dac 0

= —=0
2a 2a
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o x;txy

—-b - «:er b++vbZ—dac (-b—VbZ—dac)+(b+vb*—4dac)

2a 2a 2a

_—b+b—+b*—dac++vbi—4ac 0 o
B Za T 2a

Queda demostrado algebraicamente que las soluciones de las ecuaciones:

axi+bxr+c=0 axi—bhx+c=0

son opuestas dos a dos, es decir, X1 s opuesta ax’2; y Xz es opuesta a x'1.

EJEMPLO
Denominacion x;+x'y xyt+x'y X9 +x'y Xyt x'a
Ejemp[o 24+ 3 2+ (—2} -3+ 3 -3+ (—2}

Logicamente los resultados opuestos seran 2 respectoa —2 'y —3 respectoa 3.

Pag. 14




Titulo del Trabajo

1.1.3. Lasecuaciones gxZ+bx+c=0y —axZ+bx—c=10

Empezamos este problema de la misma manera que los anteriores, hallando las soluciones
algebraicas de las dos ecuaciones:

| axZ+bx+c=0

—b+4/b? —4dac
¥ =
2a
. —ax+bx—c=0
. bbb —4ac
¥ =
—2a

En este caso no consideramos necesario seguir el procedimiento anterior porque a simple vista se
puede comprobar que las soluciones son opuestas.

Teorema n° 3:
Las soluciones de:
ax’+bx+c=0 y —ax*+bx—c=0
son numeros opuestos dos a dos.

Como hemos dicho anteriormente, la suma de dos nimeros opuestos tiene como solucion: 0

Pasamos a la demostracion algebraica:

° Xy +x4

—b+Vb?—4ac —-b++vVb*—4d4ac -b+vbP—dac —b+b?—4dac o

2a + —2a 2a 2a
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o x;tx';

—b—+b?—dar N —b —vbi—dar _ —b—+b?—dac -b-+bI-4dac B
2a —2a N 2a 2a N

Queda demostrado algebraicamente que las soluciones de las ecuaciones:
axZ+bx+c=0 —ax®+bx—c=10

son opuestas dos a dos, es decir, X1 es opuesta a x’1; y Xz es opuesta a X’z

Asi como en casos anteriores las soluciones de las ecuaciones se relacionaban x4 con x’;, en este
ultimo problema observamos que guardan relacion x; con x’s y x2 con x’;.

Si nos fijamos en las ecuaciones de los epigrafes 1.1.2 y 1.1.3 vemos que la ecuacion
ax? —bx + ¢ =0 esigual ala ecuacion —ax? + bx — ¢ = 0; sin mas que cambiar de signo a una de

ellas obtenemos la otra, luego tienen la misma solucion, y el teorema 2 y el teorema 3 son el mismo.
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11.4. Otras cuestionsas

A la vez que descubrimos las propiedades de las ecuaciones de segundo grado anteriores, también

probamos con otras posibles combinaciones.

Tras diferentes intentos, no obtuvimos ninguna propiedad, bien porque no existe o bien porque no

tenemos los conocimientos necesarios para ello.

Por esto, enunciamos aqui estas combinaciones como una posible guia de trabajo para continuar la
investigacion por esta rama, aunque la nuestra se centre mas adelante en otros aspectos.

¢ Qué relacion existe entre las soluciones de las ecuaciones:

axi+bx +c=0 y bx’+ax+c=07?

¢ Qué relacion existe entre las soluciones de las ecuaciones:

ax?+bx +c=0 y ax?+cx+b=107?

¢ Qué relacion existe entre las soluciones de las ecuaciones:

ax*+bx+c=0 y —ax*+bx+c=07?

¢ Qué relacion existe entre las soluciones de las ecuaciones:

ax*+bx+c=0 y ax*+bx—c=07?
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1.2. Calculo de coeficientes que cumplen determinadas propiedades:

Para seguir estudiando las propiedades de las ecuaciones de segundo grado, nos planteamos si
podriamos hallar los coeficientes de estas ecuaciones partiendo de como queremos que sean las soluciones.

Partimos de un problema concreto que nos plantea el profesor:

1.2.1. Calcular el valor de p, para que las soluciones de la ecuacién x* + 3x = p sean nlimeros:

a) Enteros.
b) Decimales.

a) Numeros enteros.

Como se nos pregunta por la solucion, el primer paso es despejarla, para saber cual es su valor:

xl+3x=p
Wx+3)=p
x+3=E
X
x=E—3
X

x=E—3
X

x*=p—3x

r=.p—-3x

Como la expresion de la solucion depende de ella misma, llegamos a un punto muerto. Seguimos por
otro lado...

¥ +3x=p

¥ +3x—p=0

r=——
2

x_—3if9+4p
- 2
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De esta expresion obtenemos algunas conclusiones:

e =31 /9 +4p debe serun nimero par, para que al dividirlo entre dos resulte un nimero
entero.

e /9t 4p debe serun nimero impar, para que al sumarloa —3 quede un nimero par.

e Paraque /9 +4p seaun numero entero impar, 9 + 4p debe ser un cuadrado perfecto
impar.
Entonces...
. . 3 _ (2m-1)“-9

4

Comprobamos con algunos ejemplos que si 9+ 4p cumple esta condicion, los resultados de la
ecuacion son numeros enteros, tal y como estamos buscando:

[SFI = T=1 P
v.m:ﬁlaza ; :Xfl:ﬂ x:=_3
Jo9+4dp =425=5 ; x,=1 ¥, = —4

Enunciamos un posible teorema:

Teorema n° 4:

Para que las soluciones de x> + 3x = p sean nimeros
enteros, p debe ser de la forma:

(2n—1)?—9

P 4

siendo n un numero natural.
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Para poder hallar una relacion entre los distintos valores que puede tener p, damos distintos valores a
94+ 4p:

Si9+4p=1 : p=-2 \
Sig+4p=9 ) p=0
Si 9+4p=25 ; p=4
. Los distintos valores de
Si9+4dp=49 p=10 p forman una sucesién
Si9+4p=81 ; p=18
Si94+4dp=121 ; p=28
Si 9+ 4p =144 p =40 j

Los distintos valores que puede adquirir p forman una sucesioén:

-2, a, 4, 10, 13, 28, 40, .

Se trata de una sucesion, cuyo primer término es -2 y cuya ley de recurrencia es
S, = Sp_q+2(n—1)

A partir de una ley de recurrencia, se puede hallar el término general de una sucesién de dos maneras
diferentes:
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Il. -2, 0, 4, 10, 18, 28, 40, ...
I

2, 4 6, 8 10, 12, ..
RSO N N L ST L
2,2, 2 2, 2

Esto indica que el término general es de 2° grado — S, = an® + bn + ¢

—2=at+b+c
0=22a+2b+c¢ a=1 h=-1 c=—2

10 =4a+4b+¢c

Entonces...: = §,=n’—-n—2

Llegados a este punto, y conociendo cuales pueden ser los valores de p, reformulamos el teorema:

Teorema n° 4:

Para que las soluciones de x* + 3x = p sean nimeros enteros, p

debe ser un término de la sucesion definida por:
S,=nt—n-2

siendo n un numero natural.

En el otro enunciado del teorema 4 teniamos que

_(2n-1)*-9
B 4
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Si hacemos las operaciones, queda:

(2n-1)'—9 4n'—4nt+1-9 4n°—4n-8
4 a 4 a 4

que coincide con la otra que hemos obtenido.

b) NUmeros enteros.

Légicamente, cuando el valor de p sea un numero que no se encuentra en mencionada sucesion, las
soluciones de x* + 3x = p seran nimeros decimales [siempre y cuando los valores de p sean a la vez

mayores que —9/4.

c) Otras soluciones.

Si los valores de p fueran menores que — 9,4, el discriminante de la ecuacion [ b* — 4ac ] tendria
un valor negativo; por lo que x2 + 3x = p no tendria solucion real:

e Para que exista una solucion real, el discriminante [b? — 4ac ] deber ser = 0 ;

9+4p=0

4p = —9
9

pz—7

4

e Para que exista solucion real, p = —8,/4 .
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1.2.2. Generalizacion del problema:

Una vez que comprobamos que este problema no tiene demasiada dificultad, se nos ocurre
generalizarle:

¢ Qué posible relacion puede existir entre b y p para que las soluciones de la ecuacion
x2 4+ bx = p sean numeros enteros?

Entonces, enfocamos el problema por el mismo camino:
x2+bx=p
x2+bx—p=0

T =
2

Para que las soluciones de esta ecuacion sean nimeros enteros, b< + 4p debe ser un cuadrado
perfecto, al igual que en el problema anterior. A este nimero le denominamos g2. Entonces:

b2+ 4p=q°

Al sustituir en la ecuacion:

x=—bi{ﬂ+ =—biﬁF=—biq

2 2 2

&

nos damos cuenta de que b y q debe tener la misma paridad. Es decir, que para que su suma sea par
ambos deben se pares 0 ambos deben ser impares.

Asi que con estos damos empezamos la resolucién. Como partimos de una ecuaciéon con tres
incognitas, comenzamos dando valores a b para observar lo que ocurre con las demas:
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Sib=1,ycomoentonces q también debe ser impar,
g=1, entonces p=0y xy=—-1;x,=0
g=3, entonces p=2 yx3=—-2;x,=1
g=>5, entonces p =6y x3=—3;x;=2

g=7, entonces p=12 y xy=—4;x,=3

Estos valores que adquieren las diferentes incognitas forman sucesiones, cuyos términos generales
averiguamos tras un largo periodo de observacion y operatoria:

g=2m—1
p=m?—m

.'X-'j_:—m
xo=m—1

Realizamos el mismo proceso dando otros valores a b:

Si b =2 ycomoentonces q también debe ser par,
g=2, entonces p=0vy xy3=0; x,=-2
g=4%, entonces p=3 yxy=1; x,=-3
g==6, entonces p=8 y xy=2; x;=—4

q=2=8, entonces p =15y xy =3; x, =—5

De aqui:
g=2m
p=m?—1
rw=m-1
x =
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Si b= 3, ycomo entonces q también debe ser impar,

g=1, entonces p=—2y xy =—2; x,=—1
,entonces p=0yx;=—-3;x:=0
g=>5, entonces p =4y x;=—4;x,=1

gq=7, entonces p=10y x;y=-5;x,=12

De aqui:
g=2m-1
p=m?—m-2

xn=—m-1
xg=m—2

Si b =4,y como entonces q también debe ser par,
g=2, entonces p=—3 y xy =—1;x,=-3
g=4, entonces p=0 vy x;=0; x;=—4
g =6, entonces p=5y x;=1; x;=-5

g=28, entonces p=12 y xy=2; x, =—6

De aqui:
g =2m
p=m2—4
xg=m—2
Y =
-'X-'g:—m—z

Pag. 25



Titulo del Trabajo

Mientras observabamos estos y otros ejemplos nos damos cuenta de ciertas regularidades. Pero
estas regularidades difieren segiin b adquiera un valor par o impar. Entonces, decidimos hallar la
generalizacion diferenciado dichos valores:

Si b =2n — 1, entonces:
g=2Zm—1
p = (m?*—m)— (n? —n)

Xy=m—n
X =

i,=—m—n-+1

-
&

Si b= 2n, entonces:

g=2m

¥y =m-—-n

Xy =—m—n

siendo n y m numeros naturales.
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2. La Regla de Hudde para ecuaciones con una solucion doble

2.1. Biografia de Johann Hudde:

Johann Hudde fue un matematico holandés que trabajé con maximos y minimos y con la teoria de las
ecuaciones.

El padre de Johann Hudde era Hudde Gerrit (1595-1647), un comerciante adinerado que actué como
un miembro de Amsterdam en el Consejo de Administracién de la Compafiia Holandesa de las Indias
Orientales desde 1632.

La madre de Johann fue Maria de Jonas Witsen.

Desde 1648, Johann asistié a la Universidad de Leiden, donde estudio derecho. Sin embargo, en
Leiden, se introdujo a las matematicas avanzadas, donde recibio clases privadas de su maestro van
Schooten’. Desde 1654 hasta 1663, Hudde trabajo las matematicas como parte del grupo de ‘investigacion
geométrica’ de van Schooten.

Desde 1663 trabajé en diversas funciones para el Ayuntamiento de Amsterdam como jurado, canciller,
y como diputado para el almirantazgo. También, al igual que su padre, se vio involucrado con la Compafiia
Holandesa de las Indias Orientales.

Desempefi6 durante 30 afios el cargo de alcalde de Amsterdam, siendo el primer mandato en torno a
1670. Politicamente, fue considerado moderado.

Todo el trabajo matematico de Hudde tuvo lugar antes de que empezaran sus labores politicas en
1663. Hudde trabajado con méximos y minimos y con la teoria de ecuaciones. Encontr6é un método ingenioso
para encontrar multiples raices de una ecuacion que es esencialmente el método modermo de busqueda del
mayor factor comun de un polinomio y sus derivados.

Un ejemplo de la regla Hudde aparecio primero en Exercitatione mathematicae (escrito por Van
Schooten en 1657).

En 1658 escribié una carta titulada Epistola secunda, de maximis et minimis (segunda carta en
relacion con méximos y minimos) que envié a van Schooten y éste la publicd como un apéndice en su edicién
de La Géométrie (Descartes) en 1659.

1 Frans van Schooten fue un matematico holandés que promovié la extension de la geometria cartesiana.
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Una amplia exposicién de la norma de Hudde fue dada en una carta que escribi6 el 21 de noviembre
de 1659, que no se publico en la época, pero se publico en la polémica Newton - Leibniz sobre quién merece
prioridad para descubrir el calculo.

La carta de Hudde fue publicada como parte de las pruebas, ya que Newton se refiere a la regla
Hudde muchas veces. Leibniz también estudié manuscritos de Hudde e informé del hallazgo de excelentes
resultados. Los manuscritos tuvieron una importante influencia en la introduccion de Leibniz del calculo.

Pero Hudde aporté muchas mas destacadas contribuciones. En 1657 dirigio la inundacién de parte de
Holanda para bloquear el avance del ejército francés.

También trabajo en la optica, y publicd su breve tratado Specilla et circularia en 1656. No parecen
haber sobrevivido copias de la presente, pero se han encontrado dos versiones originales, una en Londres y
otra en Hannover.

Hudde también se escribia con Huygens? sobre los problemas de mantenimiento del canal y juntos
emprendieron una revision de la parte inferior del rio Rin, con el fin de que pudiesen producir una estrategia
para evitar la colmatacion de los rios.

Hudde utilizd su posicion para promover estudios académicos. El mismo estudio la filosofia de
Spinoza y consiguié que Burchardus de Volder? pudiera acceder a la Universidad de Leiden en 1670.

Fue un hombre muy respetado y de gran influencia.

2 Christiaan Huygens fue un matematico holandés que patento el primer reloj de péndulo, que aumentd
considerablemente la exactitud de la medida del tiempo.

3 Burchardus de Volder fue el primer hombre en ensefiar filosofia natural en Holanda usando demostraciones
experimentales durante sus exposiciones.
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2.2. Enunciado y demostracién:

Una vez que conocemos un poco mas sobre Johann Hudde, nos centramos en su Regla:

Si una ecuacion tiene una raiz doble y multiplicamos la ecuacion por una progresion aritmética
arbitraria, de forma que el primer término de la progresion multiplica al primer término de la
ecuacion y asi sucesivamente, el producto obtenido es una ecuacion que tiene la raiz dada.

Ahora, nos proponemos demostrar la regla para una ecuacion de grado n, es decir, para cualquier
ecuacion. Partimos de una demostracion que encontramos ya hecha, pero que nos proponemos “desmenuzar’
y comprender.

El primer problema con el que nos encontramos es éste:

g

flx) = Zcix"

i=1

El profesor nos explica que:
)
filx) = Z cix'=x +cax? +oax® + .+ opx”
=1

Es decir, que se trata de la escritura algebraica de una funcion polinémica de grado n de forma
“comprimida”.

Después de esto, aprendemos la escritura, también comprimida, algebraica de una progresién
aritmética:

(a+id)],

enlaque a eselprimertérminoy d la diferencia.

Aqui empieza la demostracién:

Si flx) =(x —e)?XL, c;x" esunafuncidn con e como raiz doble, entonces:

flx)=(x—e)? ) cix=(x?—2ex+e?) ) cixt =
2 2
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T
= Z e (22 — 2exi*l 4 o2x1)

i=1

Ahora multiplicamos a esta ecuacion por los sucesivos términos de la progresion:

Fix) = Z €; [{x”g}(a +id) — (Zele}[a + (i +1)d] + {egxf}[a +{i+ Z}d]]
=1

Sustituimos x por e:

F(e) = Z £; [{E"”}(a +id) — (2ee*)[a+ (i + 1)d] + (e2e)la+ (i + Ejd]]
i=1

Fle) = Zci [(e5%7) (@ +1d) — (2¢7*2) [a+ (1 + D)a] + (e:*2) [a+ (1 + 2)d]]

T

Fle) = Z c; (e*2)[(a+id) — 2[a + (i + 1)d] + [a + (i + 2)d]]

[

-

F(e)= » c; (e*?)[a+id —2a — 2id — 2d + a + id + 2d]

i=1

Fle)= » ¢ (e*2)[0]

[

Fle)=0

Como al sustituir, la funcién se iguala a cero, queda demostrado que e es solucién tanto de f(x)
como de F{x).

Queda demostrada la regla de Hudde.
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2.3. La Regla de Hudde para ecuaciones de sequndo grado:

Después de conocer la regla de Hudde, nos dispusimos a trabajarla con las ecuaciones de segundo
grado. Queriamos entender el efecto de la Regla de Hudde en una ecuacion de segundo grado.

Primero queremos volverla a demostrar, pero para el caso concreto de ecuaciones de segundo grado,
utilizando un proceso mas sencillo que en el caso general.

Segun la regla de Hudde, si E1 tiene solucion doble, entonces E24 también tiene esa solucion, aunque
simple.

E1» ax?+bx+c=0

E2» apxi+b(p+dlx+clp+2d) =0

. —bh+VhT—4 —b
Soluciones de E1: y = ———— =

2a 2a

Ahora nos proponemos hallar las soluciones de E2:

_ —bp+d)£b*(p +d)* — 4apc(p + 2d)
B 2ap

[

Hay que tener en cuenta que como b~ — 4ac esigual al discriminante de E1°, y éste debe ser cero
dado que se trata de una ecuacion con solucion doble, b? = 4ac

_ —b(p+d)+b*(p*+ 2pd +d*)— b*plp + 2d)
B 2ap

[

_—b(p+d)£/b*(p>+ 2pd +d*— p* — 2pd)
B 2ap

[

_ —b(p +d) £Vb?d*

[

2ap

4 E2 es la transformada de E1 por la progresién.

5 Esta igualdad se utilizara de aqui en adelante en los procesos de operatoria del trabajo.
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_ —bp+d) tbd
B 2ap

[

. —bip+d) +bd —blp+d—d) —b

X4y = =

2ap 2ap 2a

, —blp+d)—bd —blp+d+d) —b (p+2d)
X A= = = ——
N 2ap 2ap 2a B

Al demostrar la regla para este caso concreto, averiguamos, de paso, la relacion entre las soluciones
de E2:

Teorema n° 5:

La relacion entre las soluciones de la ecuacion de segundo grado
multiplicada por la progresion aritmética es que una de ellas es igual a
la otra multiplicada por el cociente entre el dltimo y el primer término
de la progresion utilizados.
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Ahora nos preguntamos, ¢y si p=0?, ;se cumplira la regla?

E2» apx®+blp+dlx+cip+2d) =0

Como p = 0, entonces:
apx? +b{p+d)x +clp +2d) = bdx+ c2d

2ed  2¢
x _ =

“bd b

2c / —b /
¢Existira alguna relaciéon entre ~ “2 y /22 9

Er:_—b
b 2a
dac = b2
b2—4dac =0

Comprobamos que la regla se cumple y, ademas, averiguamos una importante equivalencia:

Teorema n° 6:

En una ecuacion de segundo grado con solucion doble se cumple
que:

2c  —=b

B 2a
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2.4. Algunas propiedades de la Regla de Hudde para ecuaciones de segundo grado:

|. Siendo E1 una ecuacion de solucion doble, tiene el discriminante igual a cero®, pero nos
preguntamos... 4 cudl serd el valor del discriminante de la ecuacion E2, que es la resultante de multiplicar a a,
b,y ¢ de E1 por p, ptdy pt+2d (términos sucesivos de una progresion aritmética)?

E1» ax?+bx +c =0
E2» apx?+blp+dlx+clp+2d) =0

f 5

—b(p+d) +./[blp +d)]- — dapc(p + 2d)
Zap

X =

AE2=
[b(p + d)]? — 4apclp + 2d) =

[B(p + d)]* — dapc(p + 2d) =

L2
={

p+d)i—dapelp +2d) =

(p?+2pd +d?) —dac(p® + 2pd) =

A .

(p? + 2pd) + b?d? — dac(p® + 2pd) =

1
¥

¥

b — 4ar)(p? + 2pd) + b2d?

i
\

Como curiosidad obtenemos el valor del discriminante de E2;

(b%— 4ac)(p® + 2pd) + b*d*

6 Para que una ecuacién de segundo grado tenga solucion doble, su discriminante debe ser nulo para que su valor
sea igual que el de su opuesto.
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Il. Una vez ya demostrado la regla de Hudde (epigrafe 1.3), nos propusimos “darle la vuelta”, de
forma que, partiendo de E1 (con solucion doble), queremos hallar los términos sucesivos de la progresion
aritmética por los que tenemos que multiplicar a a, by ¢ de E1 para que consigamos las soluciones de E2

gue gueramos.

Denominamos -y a la solucién doble de E1:
x+1)2=x2+2yx+y?=0 xy=-y; x,=-¥

g =1; by =2y ; g =¥

Si lo que queremos es que las soluciones de E2 sean q y -y,” entonces la ecuacidn sera:

x+yV)x—g)l=x*+xy—xg—yg=x+(y—glx—yg=10

a,=1; b,={yv—gq); c2=—vg

Entonces, la progresidn aritmética por la que hemos multiplicado a la ecuaciéon E1 para obtener E2

sera:
Qa2 l
p=—=
Gy
+d by y—g
p d=—=—
by 2_'!_'
o A L
ptld=—=—%=—
=] Ve ¥

7Una de las soluciones tiene que ser igual a la solucion doble de la ecuacién anterior, dado que ya esta demostrada

la regla de Hudde.
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Ahora demostramos que estos términos forman parte efectivamente de una progresion aritmética:

lp+d) —p=(p+2d)-(p+d)

y—q 9 ¥Y—-9q
2y bl 2y
(y—q) -2y -29-(y—q)
2y 23
—y—q -y—gq
v D

Con la resolucion de este sencillo pero interesante problema sobre la demostracion de la regla de
Hudde aplicada al estudio de ecuaciones de segundo grado, nos adentramos en el estudio de funciones
cuadraticas.
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3. La Regla de Hudde vy las funciones cuadraticas

Para continuar con el trabajo, dejamos la ecuacion con la que hemos estafo trabajando,
ax’+bx +c=20, Yy pasamos a la funcion® correspondiente: ax®+ bx +¢ =y, de manera que

realizamos un rapido estudio de su punto mas caracteristico: el vértice.

3.1. Estudio de las parabolas

En primer lugar, averiguamos la abscisa del vértice de F1:

Fi1» ax?+bx+c=vy

Esta parabola es simétrica respecto a una recta que pasa por el vértice y es paralela al eje 0Y. Por lo
tanto, la parabola corta ala recta »» = ¢ en dos puntos simétricos:

Xy =— —
Y 2a a

Hallamos las abcisas de esos dos puntos:

v=ax*+hx+c

} - axi+bhx=0 = {
y=c

8 Damos por supuesto que la Regla de Hudde se cumple, obviamente, tanto para ecuaciones de segundo grado
como para las funciones cuadraticas asociadas a las ecuaciones. Las soluciones de las ecuaciones son los puntos
de corte de la funcién con el eje 0X.
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Entonces, la abscisa del vértice es el punto medio de x1 y x’z

_0-Ya_b
2

Xy

Nos damos cuenta que este valor es el mismo que el de la solucion doble de E1. Como las raices de
una funcién coinciden con sus puntos de corte con el eje X, concluimos que el vértice de las funciones con raiz
doble? coincide con dicha raiz:

E1» gx*+ by +c=0

y=ax*+bx+c

}—> axi+bx+c=0
y=0

Como partimos de que E1 tiene solucion doble, entonces:

—b

IL.:.'X-':L:.'X-::E

9 La solucion doble de E1 se corresponde con la raiz doble de F1. De aqui en adelante ambos términos se utilizaran
€omo sinénimos.
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Una vez visto esto, nos proponemos averiguar la abscisa y la ordenada del vértice de F2.

F2» apx*+ b(p+ d)x+c(p+2d) =y

Si partimos de la ecuacion del vértice ya demostrada anteriormente:

Fi1» ax’+bx+c=v x,= —b/2a

Entonces es facil hallar el vértice de la parabola de F2, atendiendo Unicamente a la denominacion
algebraica de sus coeficientes:

F2» apx’+ b(p+ d)x+c(p+2d) =y x, = —b(p+d)/2ap

Ya tenemos la abscisa, ahora veamos cual seria el valor de la ordenada. Conociendo el valor de
abscisas del vértice, para hallar su ordenada basta con sustituir en la férmula de la ecuacién:

( x, = —b(p +d)/2ap
v, =apx’ + b(p+ d)x +c(p + 2d)

;=y=ap-iﬁi+:3}2+ b-@+d}-$+c-@-+2d}
;-‘L,=—b2(zT;d}2+c-(p+2d}

dap-c-(p+2d) b3p+d)?
v dap dap

_dacp® +8acpd  bi(p® +2pd +d?%)
B 4ap dap

Yo
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_ 4dacp® +8acpd — bp? — 2b%pd — b2d*

Y 4&11
~_ {4acp®—bp?) + (Bacpd — 2b%pd) — b?d*
v dap
- —p*(—4ac+b?) — 2pd(—4ac + b?) — b*d?
Yy = pp
Como b?— 4ac =0, queda:
1 __bidﬂ__di bi
T T4ap  p  da
Como b? —4ac =10 ;. b?=dac ;
_Cdz
Yo = p

Por tanto, el valor del vértice de F2 es el punto:

( —b(p +d) —cd? )
2ap 4

Ya conocemos el valor de los vértices de ambas funciones.

hl

4a
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3.2. Posiciones relativas de las parabolas:

Para continuar la investigacion, nos preguntamos cual seré la relacion entre las posiciones de las
parabolas F1y F2 una vez representadas en un eje de coordenadas. Para estudiar esta cuestion, hacemos
una especie de “clasificacion” de las posibles F2 segun los valores que adquieran py d.

321.d =0

Dentro de este apartado, también diferenciamos los casos segun los valores de p.

o Si p#0 y p#1:
{ Fl = v=ax*+ bx+c
FZ = y=apx?+blp+dx +clp+2d)

Como p =1 y d = 0, entonces:

ax?+bx +c=apx?+bx(p +d) + clp+2d)

O=ax*(1—p)+bx[1—(p+d)]+c[l —(p+2d)]

_ bl -+ @] + b1 —(p + d)I —4ac(1 —p)[1 — (p +2d)]

* 2a(1-p)
bl -(p+d)] +b*(1—p—d)? —4ac(l—p)(1 —p— 2d)
v 2a(1—p)
—b[L—(p+d)] £b2(1— 2p+pZ—2d +2pd + d%) —b*(1 —2p— 2d +p* + 2pd)
¥ =

2a(1—p)
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_ —b[1—(p+d)] +vbd*
e 2a(1-p)

—b[Ll—(p+d)] £bd
2a(1—p)

X =

Entonces hay dos puntos en comun entre F1y F2, siendo uno de ellos el vértice de la primera
(parabola F1):

—h
x1=g
_—bli— (p+2a)]
2T 21 p)

llustramos el caso:

bl 1-(p+2d)]
2a(1-p)
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e Sip=1.

{ Fl = v=ax*‘+ bx+c
FZ = y=apx*+blp+d)x +clp+2d)

Como p=1 y d = 0, entonces:

{ Fl= y=ax*+bx+c
F2 = y=ax?+b(d+1)x+c(2d+ 1)

ax’+bx+c=ax’+bd+1x+c(2d+1)
bx+c=b{d+ 1)x+c(2d + 1)
bx—bld+1lyx=c(2d4+1) ¢
bx—bdx+bx=2cd+c—c

—bdx = 2cd

—bx =2c
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Entonces s6lo hay un punto en comun, que es el vértice de la primera, de coordenadas:
(-b/2a, 0):

x="2f, =/,

llustracion:
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e Si p=0:

{ Fl = v=ax*‘+ bx+c
FZ = y=apx*+blp+d)x +clp+2d)

Como p =0 y «d = 0, entonces:

{ Fl=y=ax+bx+c
F2 = v =bdx+c2d

axZ+ bx +¢c = bdx +c2d

O=ax?+b{1l—d)x+c(1—2d)

—b(1—d)+ b2 (1—d)?—dac(1 — 24)
X =
2a

—b(1—d) +b%(1-2d +d?) —b%(1 - 2d)
X =
2a

_ —b(1-d) £b*(1-2d — 1+ 2d)
B 2a

_ —b(1—-d) £+b?*d’
= 2a

_—b{l—d}ibd
r= 2
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Entonces F2 es una recta y tiene dos puntos de corte con la parabola F1.

_~b
175
—b(1 - 2d)
Xg=—"7—"—
- 2a

Demostracion ilustrativa:

-bil-2d)
2a

& |
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e Si p=-1:

{ Fl = v=ax*‘+ bx+c
FZ = y=apx*+blp+d)x +clp+2d)

Como p=—1 y d = 0, entonces:

{ Fl = yv=ax*+bx+c
F2 = y=—ax®+bx(d—1)+c(2d - 1)

axi+ by +c=—axi+ bld —LUx+c(2d—1)

0=2ax*+b(2—d)x+¢c(2—2d)

—b(2—d) £ b¥(4—4d + d?) — 8ac(2 — 2d)

do
—b(2—d) b4 —4d + d?) — b2 (4 — 4d)
¥ =
da
—b(2-d) +/b*(4—4d +d*— 4 + 4d)
*= da
—b(2 —d) +4/b%gd*
o

4q

_ —b(2—d) +bd
*= 4a
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Entonces, los puntos de corte entre las dos parabolas son sus vértices respectivos:

—b
X9 =——
17 2a
—-b(1-d)
Xqg=—"7T—"
- 2a
Representacién:
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322.d =10

Volvemos a diferenciar los casos segun los valores de p.
o Si p#1:

{ F1L = y=ax?+ bx+c
FZ = y=apx?+blp+dlx +clp+2d)

Como p = 1 y d = 0, entonces:

{ Fl = y=ax*+bx+c
F2 = y=apx? +bpx +cp

ax*+bx+c=apx®+bpx +cp
axl—apxl+br—bpx+c—cp=0
ax’—apx’+bx—bpx+c—cp=0
ax*(1-p)+ bx(1—p)+c(l—p)=0

axi+bxy +c=0
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Entonces tienen un punto en comun que coincide con el vértice de la primera.

x=.ﬁ:‘1=.’x‘2=_'b,'r2a

[lustracion:
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e Sip=1.

{ Fl = v=ax*‘+ bx+c
FZ = y=apx*+blp+d)x +clp+2d)

Como p=1 y d = 0, entonces:

{ Fl= y=ax*+bx+c
F2 = y=ax*+bx+¢

axi+ by +c=axi+bx+c

Légicamente, las dos parabolas coinciden, por lo que tienen en comun todos sus puntos:

2a
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4. La Regla de Hudde con progresiones geométricas:

Cuando creiamos que nuestro trabajo sobre Hudde llegaba a su fin por la gran cantidad de cambios y
variaciones que ya habiamos introducido, se nos ocurrié aun uno mas: sustituir las progresiones aritméticas
por progresiones geométricas. ¢ Seguira existiendo alguna relacion?

Para averiguarlo, empezamos como si se tratara de la demostracion de la regla de Hudde original:

E1» ax?+bx+c=0
E3» apx®+bpry +ecpri =0

Lo primero que advertimos es que la ecuacion E3'0, se puede simplificar dado que p esta
multiplicando todos sus términos y debe ser distinto de cero, porque si # = 0 no tenemos ecuacion.

E3» apx?+bprx +epri=axi+brx+crl =0

Asi, aplicamos la formula cuadratica para obtener las soluciones de ambas ecuaciones:

- —p+FT—Fac
Soluciones de E1; y = —— -

2a

—brty/ (bt —dacr?®

Soluciones de E3: x' =

2a

Para buscar alguna relacién, dividimos las soluciones de E3 entre las de E1:

—br+./(br)* — dacr*

Ta —br . /br)? —4ucr?  —brxrVbr—4duc 7T {—b Vb —4duc)

- = —_—— = ———— = — =r
—b++vb*—4dac —b+ b —dac —b t+b*—dac —bt b —4dac

2a

10 E3 resulta de multiplicar los coeficientes de E1 por términos sucesivos de una progresion geométrica: p, pr y
pra.

P4g. 52



Titulo del Trabajo

Teorema n° 7:

Al multiplicar una ecuacion de segundo grado por términos sucesivos
de una progresion geométrica se obtiene otra con soluciones
directamente proporcionales a las soluciones de la primera, siendo la
razén (r) de la progresion la constante de proporcionalidad.

Enunciado y demostrado el teorema, y para cerrar este capitulo, revertimos el proceso. Queremos
hallar los coeficientes de E3 partiendo de las soluciones de E1 (como ya hicimos con la regla de Hudde y las
ecuaciones de segundo grado correspondientes)

Entonces:

E1» ax?+bx +c =0

. -b+VBT—Zac
Solucionesde E1l: x = ———

2a

Ahora hallamos las soluciones X’ y x’2 (soluciones de E1):

—b++b*—4ac —br+rVbi—4dac —br+./(br)?— dacr?
2a "= 2a B 2a

A partir de estas soluciones, hallamos la ecuacion a'x* + &'x + ¢’ = 0 (que corresponde con E3):

_ —br+./(br)* — dacr?

2a
g 7 3
2ax = —br £,/ (br) - — dacr-

I e——
2ax +br =4/(br)* —4acr-
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(2ax + br)2 = (br) 2 — dacr?
4ax?+ dabrx + (br) %= (br)? — 4acr?
da?x? + dabrx + (br)2 — (br)? + dacr? =0

dalx? L dabry + dacri=10

a' =a
b'=br
' 2
c'=cr

Comprobamos de nuevo el teorema anterior. Aqui concluye esta rama del trabajo, aun existiendo mas
caminos por los que continuar.
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5. La Regla de Hudde para funciones cubicas:

Como Ultimo apartado del trabajo, nos proponemos abarcar el tema que llevamos tratando todo el
trabajo, pero una vez mas con una pequefa variacion: funciones de tercer grado.

Enseguida nos damos cuenta de la dificultad de este tema, sobre todo porque no podemos hallar las
raices de las funciones con una férmula tan sencilla como la que usabamos anteriormente.

Solucion: la regla de Ruffini'!. Con este método podremos averiguar si un numero es raiz de la funcién
con solo dividirla entre este.

Con este boceto ‘en mente’ del proceso comenzamos por la demostracion, como hicimos en el
epigrafe 1.3, de este caso concreto:

Caso concreto:

Siendo la funcion cubica f{x) = (x —3)?- (x — 2)), con solucion doble 3, y la progresion

aritmética 0, 2, 4, 6, con diferencia 2, se debe cumplir que F(x), resultante de f(x) por la progresién,
tenga también como solucion 3.Y asi es:

flx) ={x—-3)%-(x—-2)
Fla)=(x?—6x4+9) .- (x—2)

flx)=x%—8x2+21x — 18

Como p=0; (p+d)=2; (p+2d)=4 ; (p+3d)=6:

Fix) = —16x? +84x — 108

Con 11:3 H xzzgg'r,;l,.

Para este caso concreto comprobamos que la regla se cumple una vez mas. Pasamos a la
generalizacion:

1 Paolo Ruffini fue un matematico italiano. Estudié Mateméticas, Literatura, Filosofia, Medicina y Biologia en la
Universidad de Mddena. Entre sus aportaciones a las matematicas se encuentran las bases de la teoria de las
transformaciones de ecuaciones y la regla del calculo aproximado de las raices de las ecuaciones.

En algebra, la Regla de Ruffini nos permite dividir un polinomio entre un binomio de la forma (x - r) (siendo r un
numero real). También nos permite localizar raices de un polinomio y factorizarlo.
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Generalizacion:

Siendo la funcion cibica f{x) = (x —a)?- (x — k), con solucion doble a, y la progresion

aritmética p, p+d, p+2d, p+3d, con diferencia d, se debe cumplir que F(x), resultante de f(x) por la
progresion, tenga también como solucién a. Y asi es:

f=k-a? (x-b
Ffla) =(x?—2ax +a?)-(x —b)
flx) =x? —2ax?+a’x — bx? + 2abx —a?b

Flx) =x3 —x202a+b) + x(a®+ 2ab) —a?b

Ya conocemos las raices de esta funcion (x4 = a ; x, = b ). Ahora la multiplicamos por la
progresion:

Flx)=px® —x*Qa+b)p +d)+ x(a®*+ 2ab)(p + 2d) —a’b(p + 3d)

Flx) =px® —x?(2ap + bp + 2ad + bd) + x(a’p + 2a’d + 2abp + 4abd) — (a’bp + 3a’bd)

Es ahora cuando utilizamos la regla de Ruffini para comprobar que, efectivamente, a es solucién de
F(x).

Si esto se cumple, el resto de la divisién debe ser cero.

o A
X X

£

P — (2ap+ bp +2ad + bd ) { a’p+ 2a’d+ 2abp + 4abd ) —{a’bp + 3a’bd)
— 2ap — bp — 2ad — bd —a’bp —3a’bd
a ap —a’p —abp — 2a’d — abd a’bp + 3a’bd
P —ap — bp — 2ad — bd abp + 3abd 0
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Comprobamos que la division si que es exacta. Por lo tanto, la regla de Hudde se cumple también
para ecuaciones / funciones cubicas.

A partir de este punto, se puede profundizar mucho mas en este interesante campo. Estas
investigaciones sobrepasarian el limite de nuestro trabajo, por lo que éste aqui termina.

No obstante, dejamos esta rama abierta, como pueden existir muchas otras, para que si alguien esta
interesado en el asunto pueda continuar por si mismo y compruebe la satisfaccién de lograr un resultado ya
esperado o la intriga de una secuencia de relaciones aparentemente inexistentes a primera vista.
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XOVYAVGLOVEG

Mientras hemos desarrollado el trabajo, y al final del mismo, hemos ido recogiendo unas cuantas
ideas como conclusiones de todo lo que hemos conseguido:

- Nos hemos acostumbrado a trabajar con letras: operaciones, cambios de ecuaciones, formulas
algebraicas, etc. Esto es bueno de cara al futuro y para conseguir manejo en el tema.

— Estamos satisfechos del nimero y de la calidad de los resultados conseguidos, algunos de ellos
realmente curiosos y bastante aplicables a otras situaciones en las que intervengan las ecuaciones o
las funciones trabajadas.

- Eltrabajo con funciones cubicas no se ha desarrollado suficientemente; podria se una linea de trabajo
para una posible continuacion del mismo.

— El apartado de progresiones geométricas nos permitié descubrir a relacién entre las soluciones de las
ecuaciones, pero al ser una relacion tan “légica” no nos permitié continuar por ese camino.
Pensdbamos que iba a dar mas juego ese tema.

— La parte inicial del trabajo; el intercambio de coeficientes en las ecuaciones, no se continud porque no
se encontraban relaciones notables. Quizas pueda ser otra via abierta para seguir trabajando.
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