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1. INTRODUCCION Y ANTECEDENTES:

ESPIRAL DE ULAM
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La espiral de Ulam es un modo de presentar | | | | | ]

40 19 6 1— 2 11 28

la sucesiéon de los enteros positivos en el que los | | | | |

numeros se suceden a lo largo de una linea quebrada |
que se pliega alrededor de si misma a modo de

espiral cuadrangular, como en la figura.

Primos en la Espiral de Ulam
representados como puntos

41 200 7— B—8—10 ZT
|

4.? 21=22—23—24=25—26

43—44—45—46—47—48—49.

Los numeros primos aparecen en negro
sobre fondo blanco, y se observan patrones de
distribucién curiosos que afectan a la distribucion
de los nimeros primos entre los enteros positivos.
Por ejemplo, la concentraciéon de los mismos a lo
largo de determinadas rectas horizontales

verticales y diagonales.

Conforme se amplia el area cubierta y el
numero de vueltas de la espiral, algunos
patrones de distribucion de primos y de

compuestos se confirman.

A pesar del interés de estos patrones no se puede olvidar en ningiin momento que estamos

ante la sucesién de enteros positivos plegada de una determinada forma, donde los primos son,

simplemente, una subsucesion de ellos.

Lo que se conoce sobre la distribuciéon de los primos entre los enteros positivos sigue

siendo valido en la espiral de Ulam como lo es cuando disponemos los nimeros primos a lo largo

de la semirrecta real positiva. Lo que sucede es que la espiral de Ulam revele algunos patrones

adicionales de la distribucién.

Por este motivo, conviene comenzar recordando algunos resultados conocidos y probados

sobre la distribucién de los primos en R*.
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2. DISTRIBUCION DE LOS PRIMOS ENTRE LOS REALES POSITIVOS

Para estudiar la distribucién de los primos se utiliza la funcién n(x): R* — N,

que asocia a cada real positivo el nimero de primos inferiores o iguales a él.

Esta funcién monétona creciente encierra el secreto de la densidad de los primos en

(x)

cualquier conjunto de reales positivos, por ejemplo en el intervalo [0, x] el ratio — indica la

densidad de primos en el citado intervalo.

Esta densidad es decreciente y tiende hacia cero como quedé probado en el Teorema de los

nameros primos al que nos referiremos mas adelante.

In[22):= Plot

PrimePi[n +10000] - PrimePi[n]
[ . {n,l,looooooooo}]
n

6.x107 0 F
s.ox107f

4.x1075F

El grafico ilustra la evolucién de la proporcién

de numeros primos a intervalos de 10000 enteros

p— positivos consecutivos. Se pone de manifiesto que los

outzE 5,105k

2t primos son cada vez mas raros.

LxlofF

. . . . .
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El teorema de los nimeros primos conjeturado por Gauss a partir de algunos resultados

de Euler y demostrado por J. Hadamard establece que las tres funciones:

x dt x

Y Togm

m(x), Li(x) = [,

2 log(t)

son infinitos equivalentes, o sea que:

=1

. (x) Li(x) . m(x)
lim,,_, o e =1, limy,eo——=1 , limyoo—5—=
log(x) log(x)

Donde m(x) hace referencia al nimero exacto de primos hasta x € R, y las otras dos

funciones constituyen estimaciones mas o menos precisas de m(x) por medio de Li(x) y

La estimaciéon de m(x) dada por la
X
log(x)

funcién es peor que la proporcionada por

la integral logaritmica. La mera visualizacién
de ambas funciones lo pone de manifiesto. Pero
nos aclara que los nimeros primos son cada
vez mas raros a lo largo de la sucesién de
enteros positivos y que entre 0 y N existe un

primo aproximadamente cada log(n).

X
log(x)

Inf40]:= PlotHPr:i_mePi[n], }, {n, 1, 1000000 000}]

Log[n]
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Evidentemente lo que se conoce sobre la distribucién de los primos es aplicable a la espiral
de Ulam, concretamente, cada vuelta de la espiral es un intervalo de enteros positivos. Si se
considera final de cada vuelta el punto “norte”, se conforma una sucesién que es una subsucesién
de la de los enteros positivos: 1, 4, 15, 34, 61.. Esta semirrecta vertical de puntos norte
corresponde al polinomio 4n? — 9n + 6 que toma los valores de la sucesién de puntos norte para

n=1,273..

Las diferencias finitas de primer y segundo orden de esta subsucesion son:
1 4 15 34 61 ...
3 11 19 27 ...
8 8 8..

O sea, que las diferencias finitas de segundo orden de los elementos que conforman la

sucesion de puntos norte de cada vuelta son constantes e iguales a 8.

No es el tnico caso en que las diferencias segundas son constantes e iguales a 8, sino
que se ha observado esto en diversas semirrectas verticales, semirrectas horizontales y
semirrectas diagonales de 45°. Que las diferencias finitas de segundo orden sean constantes

implica que el término general de estas subsucesiones sea un polinomio de segundo grado:

p(n) =an?+bn+c
pn+1) =an+1D?+b(n+1)+c
pm+2)=an+2)?+b(n+2)+c

An)=p(n+1)—pn)=2an+a+b; An+1)=pn+2)—pn+1)=2an+3a+b
A’(n) = A(n+1)—An) = 2a

Siendo la diferencia de orden dos igual a 8; 2a =8 = a = 4. Luego la forma de los
polinomios que definen semirrectas en la espiral de Ulam serd 4n’+bn+c b,c€Z y la
variable n toma valores enteros crecientes a partir de un determinado valor (positivo o negativo)

de modo que el polinomio tome solo valores enteros positivos.

3. POLINOMIOS CUADRATICOS EN LA ESPIRAL DE ULAM
Resulta interesante observar los polinomios que corresponden a las semirrectas de la
espiral de Ulam mas densas en primos. La observacién de la espiral muestra en concreto 2

semirrectas especialmente densas que son las sefialadas en la figura.

Los polinomios generadores de cada una de las semirrectas han sido calculados

conociendo que a =4, y empleando 2 términos correspondientes a cada una de las rectas,
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consiguiendo asi determinar los otros coeficientes de cada polinomio, donde n recorre los enteros

positivos més el cero p(n) = 4n? + 150n + 1447 y q(n) = 4n? + 154n + 1523

m=02n)+37 o m=2n+1)+ 37

Por consiguiente el polinomio de Euler esta
detras de ambas semirrectas, en un caso para valores
impares de la variable y en el otro para valores pares.
Cabe preguntarse: ;se mantendra esta capacidad de
generar primos a lo largo de todos los enteros
positivos y no sélo a esta porcion de la espiral?
(Habra polinomios que generen ain mas primos?

,Qué relaciéon guarda el polinomio con la capacidad

de generar primos?

4. CONJETURA Y POLINOMIOS DE BOUNIAKOWSKY

Interesan los polinomios o, mejor dicho, las funciones polinémicas con coeficientes enteros

k

p:N—>Z pmn)=ay+an+an?+-.+axn con ag,d,dy,....,a, €7Z capaces de generar

abundantes primos cuando la variable recorre el dominio de los naturales.

Hay varias condiciones necesarias adicionales para que estos polinomios sean generadores
de abundantes primos. En primer lugar el coeficiente del término de mayor grado debe ser
positivo o, de lo contrario el polinomio solo tomara un numero finito de valores naturales e
infinitos enteros negativos, por tanto solo interesan los polinomios que verifican a; > 1. El signo
positivo del coeficiente del término de mayor grado implica que, aunque la funcién polinémica
puede tomar valores enteros negativos, existird un valor natural a partir del cual la funcién

polinémica es mondtona creciente.

Otra condicién necesaria para que un polinomio de cualquier grado con coeficientes
enteros genere abundantes primos es que sea irreducible en Z[n], dado que si el polinomio es
factorizable, todos los elementos que genera seran factorizables. No obstante, que un polinomio
sea irreducible no es condicién suficiente. Por ejemplo, el polinomio 3n? — n + 2 es irreducible en

Z[n] pero s6lo genera numeros pares 4, 12, 26, 46... puesto que:
3n2—n+2=nBn-1)+2

y comon o 3n — 1 es par, el polinomio siempre toma valores pares.
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El matematico ruso Viktor Bouniakowsky propuso en 1857 la siguiente conjetura que,

aunque no ha sido demostrada, tampoco existe contraejemplo que permita rechazarla:

“Los polinomios irreducibles en 7[n] de grado 2 o superior con coeficiente del
término de mayor grado mayor o igual que 1 considerados como funciones polinomicas
p:N — Z cumplen una y sélo una de las dos condiciones siguientes:

a) Generan infinitos primos

b) Existe un divisor comun mayor que 1 de todos los enteros positivos que genera,

por tanto no genera mas de un primo (el divisor comun por si solo)”

El polinomio 3n? —n + 2 es irreducible pero es del tipo b) ya que todos los elementos que

genera son divisibles por 2.

A los polinomios de Z[n] de grado 2 o superior que generan infinitos primos cuando se

consideran funciones polinémicas de N en Z se les denomina polinomios de Bouniakowsky.

5. DISTRIBUCION DE IMAGENES PRIMAS EN POLINOMIOS DE BOUNIAKOWSKY.

En esta seccion se consideran unicamente polinomios de Bouniakowsky tal y como se han
definido en la seccién anterior. Generan infinitos primos y nos interesa estudiar la distribucién
de los mismos. Vamos a verificar que estos polinomios, salvo por un factor de escala, preservan la
distribuciéon de los primos propia de los enteros positivos. Cada polinomio tiene un factor de

escala caracteristico, los polinomios m4s ricos en primos tienen factores de escala mayores.

Para estudiar la distribucién de primos se utiliza el ratio entre el nimero de primos
existentes en las imagenes y el nimero de primos existentes en el intervalo que hace de dominio

u(pUy)

R donde u(A) es la funciéon que asocia a cada subconjunto finito de enteros positivos el
k

numero de primos que contiene.
Con el siguiente programa se ha analizado el conocido polinomio de Euler
p(n) =n?+n+41

y se ha computando para intervalos estancos consecutivos de 107 enteros positivos el ratio de

numero de imagenes primas sobre nimeros primos en el dominio.

Los resultados del analisis practicado por este programa aparecen en la matriz que
aparece a continuacién en la que puede observarse que en todos los subintervalos considerados

las imagenes primas del polinomio triplican las de su dominio.



27-1-2012

plo ] :=112+11+41;
fin = 10000000;
ite = 20;
MJ = Table[{0, 0, 0,0,0,0, 0}, {k, 1, itel];
Do[num = 0;
Do[If[PrimeQ[p[&]], num++], {&, (m-1) «fin, mw«£in}]:
MU[[m, 1]] = {m - 1) & fin;
MO[[m, 2]] = m* £in;
MO[[m, 3]] =num;
MO[[m, 4]] =num«1. f fin;

MO[[m, 5]] = (PrimePi[m+fin] - PrimePi[(m - 1) » fin]):
MO[[m, 6]] = MO[[m, 5]]«1. ./ fin;
MO[[m, 7]] = MO[[m, 3]] 1. /MO[[m, 5]],
{m, 1, ite}]:
MatrixForm [ MI]

Primos en la Proporcion de
Intervalo de imagen del primos en la imagen
enteros subintervalo del subintervalo
positivos I, n(p)) p(L)
o 10000000 2208197 0.22082 664579 0.0664579 3.3227 |

10000000 20000000 2011729 0.201173 606028 0.08068028 3.31353
20000000 30000000 1950344 0.195034 587252 0.0587252 3.32114
30000000 40000000 13911878 0.191198 575785 0.0575795 3.32053
40000000 50000000 1885271 0.188527 567480 0.056743 3.32Z18
50000000 &0000000 1863462 0.186346 560981 0.0560981 3.32173
60000000 70000000 1844355 0.184436 555949 0.0555949% 3.317439
TO000000 20000000 1831172 0.183117 551318 0.0551318 3.32144
80000000 90000000 1819368 0.181937 547572 0.0547572 3.32261
50000000 100000000 1806780 0.180875 544501 0.0544501 3.31823
100000000 110000000 1797924 0.179782 541854 0.0541854 3.3181
110000000 120000000 1739056 0.173906 538339 0.0D038339%9 3.3232%9
120000000 130000000 1781400 0.17814 536539 0.0536539% 3.32017
130000000 140000000 1773238 0.177324 534012 0.0534012 3.3208
140000000 150000000 1767012 0.176701 5321%7 0.0532137 3.32022
150000000 160000000 1761370 0.176137 530062 0.0530062 3.32295
160000000 170000000 1753886 0.175389% 528625 0.0528625 3.31783
170000000 180000000 1747918 0.174732 527302 0.0527302 3.31483
180000000 190000000 1744133 0.174413 525088 0.0525088 3.321e
. 190000000 200000000 1738427 0.173843 523464 0.0523464 3.32101 )

— 7 A

Prir'nos en el Proporcién de primos Ratio “®00)
subintervalo en el subintervalo I, “ili)
p(l)

u(pUp)

El ratio para el polinomio de Euler n? +n+ 41 es estable en los intervalos

ully)

analizados alrededor del valor 3,32, de modo que multiplica por este factor el nimero de primos
que se encuentra en su dominio. Como no puede ser de otro modo por el TNP, el nimero de
primos en la imagen de los intervalos va decreciendo como también decrece el nimero de primos
en el intervalo. No obstante, el ratio representado por la ultima columna de la matriz es

practicamente estable.

70
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La estabilidad de este ratio no es una caracteristica exclusiva del polinomio de Euler. No
importa el grado del polinomio; si es un polinomio de Bouniakowsky, el ratio que representa la
ultima columna se estabiliza en un valor que es caracteristico del propio polinomio. El siguiente

polinomio de Bouniakowsky:
n* —97n3 — 3294n? — 45458n + 213589

también genera un ratio estable 1.22 mayor que la unidad. Otro polinomio n? + n + 17 genera un

ratio de 2.09.

La estabilidad del ratio observada en intervalos estancos disjuntos debe ser incluso mayor
cuando se consideran siempre intervalos encajados de la forma [1, a-10™] con a constante y n

u(p([1,a-10™)))

entero positivo creciente. De modo que cabe esperar que la sucesién { (La1om) } sea
il neN

convergente hacia un limite real. Con el siguiente programa se pretende aproximar el limite

p(p([1,a-10™]))

limp—sco u([1,a-10m])

correspondiente a cualquier polinomio de Bouniakowsky. Los resultados con algunos polinomios

han sido los siguientes:

p[l‘._] :=-I1I.:—111'.+8; p[:._] :=1'.:+:.+41;

fin = 300000000; (0 300000000 53958075 16252325 3.32002 )
MT = Tabkle[{0, 0, 0, O, 0}, {E, 1}]:

num = 0; plo ] = :+:.+1'F‘;

Do[If[PrimeQ[p[k]], num++], {k, 0, fin}]: (0 300000000 33924554 16252325 2.08737 )
MUr[1, 11] = 0:

MU[[1, 2]] = fin; p[n 1 :=n*-970% 3294 n® 45458 n + 213 58¢
MU[[1, 3]] = num; {0 300000000 19944253 16252325 1.22716
MU[[1, 4]] = PrimePi[fin]:

MU[[1, 5]1] =MU[[1, 3]1«1. /MU[[1, 4]]:
MatrixForm [ M)
(0 300000000 15453341 16252325 0.950839)

En todos los casos analizados, el ratio estimado converge hacia un valor caracteristico del

polinomio por lo que nos parece que se puede conjeturar lo siguiente:

“Las sucesiones de enteros positivos obtenidas mediante polinomios de
Bouniakowsky verifican que, si la funcién p asocia a cualquier conjunto de enteros
positivos el numero de primos que contiene, entonces la sucesion de nuumeros reales

{u(p((0110"]))

(0107 } es convergente hacia un nimero real caracteristico del propio polinomio,
’ neN
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que podemos denominar ratio de densidad de primos del polinomio p(n) y que se nota

como RDP(p):

u(p([1,10™D) ,,

RDP(p) = lim,,_,, (L107])

Naturalmente, una conjetura asi conduce a otras preguntas como ;qué relacién existe
entre el RDP(p) de un polinomio de Bouniakowsky p(n) y sus coeficientes? ;Puede determinarse
de algin modo funcional el ratio correspondiente a un polinomio a partir de sus coeficientes?

(,Qué hace que unos polinomios tengan ratios muy altos y otros mas bajos?

6. POLINOMIOS DE BOUNIAKOWSKY CUADRATICOS Y SU RDP(p).

Habiendo partido en el estudio de la espiral de Ulam, es légico que nos concentremos en
los polinomios de Bouniakowsky de segundo grado, ya que representan semirrectas de la
espiral. Vamos a hacer algunas consideraciones sobre estos polinomios que nos van a ser Utiles

para la buisqueda de polinomios con RDP(p) alto, o sea grandes generadores de primos.

Polinomios irreducibles distintos como p(n) =n?+n+17 y q(m)=m?—19m+ 107,

generan, sin embargo, la misma imagen salvo en un conjunto finito de valores:

n p(n) m a(m)
1 19 1 89
2 23\ 2 73
3 29|\ 3 59
4 37|\ 4 47
5 47| D NN\\ 5 37
6 59| \. 6 29
7 73| A 23
8 89| \ KNS 19
9 107 RN 17
10 127 1 N\ 17
11 149 11 | 19
12 173 12)] N 23
13 199 13 29
14 227 14 N37
15 257 15 47
16 289 16 ~'59
17 323 17 ~73

Las imagenes de ambos polinomios son coincidentes con un desfase en el dominio. Estos
dos polinomios generaran eventualmente los mismos primos salvo un numero finito que ira

perdiendo peso relativo y ambos tendran el mismo ratio de generacion RDP(p) = RDP(q).



27-1-2012

En realidad, lo que hace que estos polinomios tengan el mismo ratio es que uno se

obtiene del otro mediante un desplazamiento o traslaciéon del dominio:
p(m—10)=(mM—10)2+ (m—10)+ 17 = m? —19m + 107 = q(m) ;
Luego se tiene la siguiente proposicién:
“Dados dos polinomios de Bouniakowsky de segundo grado:
p(n) = azn®* +an+ay, y q(n) = b,n? + byn + b,

entonces si existe un natural k€N tal que q(n+ k) =p(n) para todo natural n

entonces p(I¥) c q(N) y ambos polinomios tienen asociado el mismo ratio ”

La demostraciéon de esta proposicion es evidente ya que p(n) genera las mismas
imagenes que q(m) y el numerador del ratio correspondiente a cualquier intervalo s6lo puede
diferir en un numero finito que se diluira conforme el intervalo se haga més grande. Podria
haber, eso si, polinomios de Bouniakowsky con el mismo ratio y no por ello que uno se obtenga

como desplazamiento del otro.

Podemos definir una relaciéon de equivalencia entre los polinomios de Bouniakowsky de
segundo grado: p(n) se relaciona con q(n) por definicién si tienen el mismo ratio de densidad

de primos:
p(n) ~q(n) < RDP(p) = RDP(q)

Esta relacion divide al conjunto de los polinomios de Bouniakowsky en clases de
equivalencia de polinomios con el mismo RDP. Cada clase contiene un polinomio p(n) y todos
los que tienen el mismo ratio de densidad de primos. Entre ellos estaran todos los desplazados

de p(n), es decir, todos los polinomios de la forma p(n — k).

Otra proposicion util a los efectos de la btisqueda de polinomios con alto ratio es la

siguiente:

“Cualquier polinomio de Bouniakowsky de segundo grado p(n) = an?+ bn +c
tiene polinomios de su misma clase de equivalencia cuyos coeficientes son todos ellos

mayores o iguales que 1”

En efecto, dado el polinomio p(n) = an? + bn + ¢, se consideran los polinomios que se

obtienen mediante desplazamientos del mismo:
pm+k)=a(m+k)>+b(m+k)+c=am?+2akm+ ak? + bm + bk + c
p(m + k) = am? + (2ak + b)m + (ak? + bk + ¢)

El coeficiente a > 0 como en todos los polinomios de Bouniakowsky, ademas:
10
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2ak+b>0}

ak?+bk+c>0

. e, . -b . ey
La primera condicién es equivalente a k > >0 En cuanto a la segunda condicién caben

tres posibilidades:

a)

b)

c)

Discriminante b? — 4ac < 0 en cuyo caso dado que a > 0 la parébola no corta al eje
de las abscisas y est4d siempre por encima, es decir que ak?+ bk +c >0 para
cualquier valor de k . En este caso para cualquier valor k > ;—2 los tres coeficientes
de p(m+ k) =am? + (2ak + b)ym + (ak? + bk + ¢) son positivos y la proposicién

seria cierta.

Discriminante b? — 4ac = 0 en cuyo caso dado que a > 0 la parabola tiene el vértice
en el eje de las abscisas que coincide con el punto de abscisa % y eligiendo k > %

se estd seguro de que ak?+bk+c>0 y los tres coeficientes del polinomio
trasladado  p(m + k) = am? + (2ak + b)m + (ak®? + bk +¢) son positivos y la

proposicion también seria cierta.

Discriminante b? — 4ac > 0 en cuyo caso dado que a > 0 la parabola corta al eje de
las abscisas y tienen un minimo en el vértice. Los puntos de corte con el eje de las

abscisas son:

-b  Vb2-4ac -b +_Vb2—4ac

2a 2a 2a 2a

vb2—4ac
a

Eligiendo k > % + se verifica que k > % y que ak? + bk +c¢ >0, o sea que

los tres coeficientes de p(m + k) = am? + (2ak + b)m + (ak? + bk + ¢) son positivos

y la proposiciéon también seria cierta.

Todas las clases de equivalencia de polinomios de Bouniakowsky con el mismo ratio de

densidad de primos cuentan con polinomios cuyos coeficientes son enteros positivos. Por este

motivo, la busqueda de polinomios con altos ratios de densidad se puede restringir

exclusivamente a los polinomios de Bouniakowsky con coeficientes naturales.
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7. BUSQUEDA DEL POLINOMIO CON MAYOR RDP(p).

Ahora se trata de buscar polinomios de Bouniakowsky de segundo grado con mayor
RDP que el 3,32 del polinomio de Euler. Esto requiere una gran potencia de calculo, ya que se
trabaja con todas las combinaciones posibles de polinomios cuyos coeficientes se encuentren en

clerto intervalo.

La siguiente proposicién nos deja claro que no deben tenerse expectativas maximalistas

en la busqueda:

“Ningun polinomio de Bouniakowsky de segundo grado genera exclusivamente

primos”.

En efecto, si el polinomio no tuviera término independiente no seria irreducible y, por

tanto, generaria numeros compuestos. En caso de que tenga término independiente como:
p(n)=an®?+bn+c=(an+b)n+c

entonces para valores de n que sean multiplos de ¢ es evidente que c|p(n) luego el polinomio

no genera s6lo primos.

En la btusqueda se han incorporado algunos criterios cuya justificacién es heuristica

pero basada en la observacion de los polinomios analizados con ratio alto.

En primer lugar, centramos nuestro interés en el término independiente. Los
polinomios con término independiente primo tienen generalmente ratio alto, al fin y al cabo si
¢ tuviera muchos divisores, entonces para cualquier n multiplo de cualquiera de los divisores
se tendra que p(n) sera divisible por dicho divisor de ¢, por tanto no primo. Cuantos mas
divisores tenga ¢, mas valores de n no generaran primos. Cuantos menos divisores tenga el
término independiente, menos compuestos generard. Por estas razones, aun reconociendo la
naturaleza heuristica del argumento, nos limitaremos a polinomios cuyo término

independiente sea primo.

Con el término independiente primo en nuestro analisis, luego impar (excluyendo el 2),
el resto del polinomio debe tomar valores pares o, de lo contrario, el resultado sera multiplo de

dos. De esta forma tenemos:
p(n) =an? + bn+c = (an+ b)n + c donde (an + b)n ha de ser par.

Para que sea par, observemos que ocurre segun la paridad de a y b:

12



27-1-2012

a b n (an+b)n

Par Par Par Par
Par Par Impar Par
Par Impar Par Par
Par Impar Impar Impar
Impar Par Par Par
Impar Par Impar Impar
Impar Impar Par Par
Impar Impar Impar Par

Lo mas efectivo sera que todo n sea capaz de dar un valor par a la expresién. Esto
sucede cuando los coeficientes a y b comparten paridad. En los casos en que a y b no comparten
paridad, se reduce en un 50% el conjunto de las preimagenes capaces de generar primos, lo

que supone una notable criba y cabe esperar que estos polinomios tengan ratios menores.

También se ha observado que, a medida que aumenta el coeficiente a, se ve muy reducida
la cantidad de polinomios con ratio alto. Podria ser por el mayor indice de crecimiento junto
con el hecho de que los primos son cada vez mas raros. Por este motivo, el intervalo de
variacion del coeficiente a que se ha utilizado para la bisqueda es inferior a los considerados

parabyc.

La eliminacién del andlisis de los polinomios equivalentes también supone una gran
reduccién de los polinomios a examinar. Para despreciar un polinomio de nuestro analisis,
tenemos que verificar que ya ha sido analizado otro de su clase de equivalencia previamente.
El anilisis se realiza de forma creciente para los valores de los coeficientes, asi que asumimos
que para cada clase de equivalencia existe un polinomio p(n) con los minimos valores para sus
coeficientes dentro del intervalo considerado, el cual sera el primero en analizarse de su clase.
Cualesquiera otros polinomios equivalentes a éste, con coeficientes positivos mayores, entre
los demas polinomios que se estudien, podran ser despreciados. Estos provendran de un

cambio de variable de p(n), como p(n+ 1), p(n+ 2),..., p(n+k).. k€N

Tan sélo nos interesa analizar p(n) = an? + bn + ¢, el minimo de su clase, para el que

no existe un p(n — 1) con todos sus coeficientes enteros positivos (incluyendo b = 0). En los
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casos en que existe, como para q(m) = p(n+ k) k € N, basta con comprobar lo que le ocurre a

los coeficientes de g(m — 1) para despreciarlo:
gimm—-1)=am-1)>2?+b(m—-1)+c=an?—-2n+1+bn—b+c.
Identificando coeficientes q(m — 1) = a'm? + b'm+c¢' = am? + (b —2a)m + (a — b + ¢).

Tratandose de un polinomio equivalente despreciable, sucede que a’ = a,b’' =0y ¢’ > 0.
Resulta siembre que b > b’, lo que nos permite afirmar con seguridad que el orden de andlisis
(que aparece mas adelante) concuerda con el orden de aparicién de polinomios equivalentes:
p(n), p(n+ 1), p(n + 2) ... luego siempre encontraremos en primer lugar p(n). Este es el tnico
que nos interesa, el primero de cada clase de equivalencia, para el que se cumple al menos una
de las siguientes condiciones:

b—2a<0
a—b+c<0

Si esto se verifica, el polinomio sera analizado.

Por otro lado, 1a comprobaciéon de si el polinomio es irreducible en Z, incluyendo el caso
de que los coeficientes no sean primos entre si, también reduce considerablemente el conjunto

de polinomios a ser analizados.

Finalmente, el rango de polinomios analizados se encuentra entre los coeficientes que

cumplen con a = [1,10], b = [0,4000], ¢ = [1,4000].

b 0 1 .. | 4000 | O | ... | 4000 | ... | O | ... | 4000

Los polinomios que finalmente se han analizado son muchos menos de los 160 040 000

contenidos en el rango de posibles valores de los coeficientes, gracias a los criterios.

El programa lleva a cabo el analisis con todos los criterios citados, y almacena los

polinomios que superen el 50% de imagenes primas para n € [1,800] :
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fin = 800;
a=0;
While[a-: 10, 5[z ] := anl+bno +C;
b=0;
A++r
k= 2;
If[0ddafa]l, i=-1,1=0];
While[bg 4000,
c=1:

While[c < 4000,

p=0;
Z=a-b+o;
v=b-2a:;

b+ b -dac

IE[.:z =0\ v<0) /‘\ {(GCD[a, b, c] = 1Y b = 0) f\ﬂ Integerﬂ[

]s

Do[If[Primed[=[E]], p++], {E, 1, fin}]:
If[p =400, p === MP.txt; & === MA.txt: b >== MB.txt: c::—::—::—lﬂ.txt]];

c= NextPr:i_me[c]];
b=1+k:
=)

Con este procedimiento se ha localizado el polinomio n? + 2329n + 1697, posteriormente
se ha computado su ratio para un dominio mucho mayor [1, 300 000 000] con objeto de
comprobar que la generacién de primos permanece. Su ratio asociado es 4,33 notablemente

mayor que el del polinomio de Euler.

Aunque el alto valor del RDP(p) de este polinomio es incuestionable, no obstante, no se

puede estar seguro de que sea el maximo dentro del rango analizado por dos motivos:

Primero, porque la criba realizada se basa en muchos casos en criterios heuristicos

observados empiricamente y pueden haberse eliminado polinomios cuyo ratio sea mas alto.

Segundo, porque la busqueda ha tenido que realizarse utilizando un dominio reducido con
la variable n tomando valores naturales entre 1 y 800, no es descartable que algin polinomio

genere pocos primos entre los primeros 800 naturales, y posteriormente genere muchos mas.

En todo caso, el polinomio encontrado n?+2329n+ 1697 tiene un ratio
extraordinariamente alto y cualquier analisis mas exhaustivo pasaria por la utilizaciéon de
recursos informaticos mas potentes que permitan ampliar el rango de polinomios analizados,
reducir y suprimir algunos criterios heuristicos de eliminacién y ampliar el rango de la

variable para el analisis.
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RESUMEN

OBJETIVOS

En un principio la idea de este trabajo fue explorar los patrones de distribucién de los
numeros primos que se observan como rectas en la espiral de Ulam. Enseguida se descubrid
que las rectas se correspondian con sucesiones de naturales cuyo término general era un

polinomio de segundo grado con coeficientes enteros.

Al observar cémo unos polinomios daban lugar a grandes concentraciones de primos y
otros no, se llegd conocer la conjetura de Bouniakowsky, que lleva mas de 150 afios sin
demostrarse ni refutarse. El analisis de estos polinomios revel6 que todos ellos, los que
generan alta densidad de primos y los que generan densidades menores, tienen en comun que
actiian como una lente de aumento o disminucién sobre la cantidad de primos que pasan por

su dominio.

El polinomio de Euler genera 3,32 primos por cada uno que se encuentra en su dominio.
Otros polinomios generan menos, pero cada uno de ellos tiene un multiplicador caracteristico.
Esta estabilidad observada empiricamente en todos los polinomios de Bouniakowsky de
cualquier grado es, sin duda, el mayor resultado de este trabajo. No puede decirse que fuera

un objetivo inicial, pero acabé siendo un resultado que nos intereso.

A continuacién, la curiosidad por ver si el polinomio de Euler era campeén de generacién
de primos nos movid a localizar polinomios de segundo grado con el ratio lo mas alto posible.
Esta busqueda requeria grandes recursos informaticos. Algunos anilisis de busqueda han
estado ejecutandose varios dias en ordenadores personales de ultima generaciéon. Se ha
encontrado un polinomio como n? + 2329n + 1697 cuyo ratio es de 4,33, pero la bisqueda se

efectud sobre un conjunto finito de polinomios.

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Como ya se ha comentado, el principal resultado del trabajo ha sido la observacion
empirica de la estabilidad en la generacién de primos para los polinomios de Bouniakowsky. El
numero de primos que salen como imagen de una de estas funciones polindmicas es
proporcional al nimero de primos que entran y la constante de proporcionalidad es

caracteristica del polinomio.

Se intenté encontrar una relacién entre el ratio de cada polinomio y sus coeficientes pero
dicha relacién, si existe es muy compleja. A veces, pequefias variaciones en uno de los
coeficientes del polinomio cambian radicalmente su capacidad para generar primos.
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Se ha localizado un polinomio que genera 4,33 primos por cada uno que encuentra en su
dominio. Es un verdadero generador de primos. Con mayores recursos informaticos

probablemente se pueden descubrir polinomios aun mas eficientes.

La estabilidad plantea: (el conjunto de ratios posibles esta acotado? En caso afirmativo,

jexistiria un extremo superior? Pero, ;habra un polinomio campeén?
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