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Prerequisitos: El curso pretende ser autocontenido, sin embargo, el alumno
debe estar familiarizado con los conceptos mas bésicos de teoria de grupos,
topologia y teorfa de la medida. No es necesario ningtin conocimiento previo
sobre grupos de Lie, aunque si es recomendable conocer la definicién. El curso
no asume ningin conocimiento previo en logica matemética o teorfa de modelos.

Introducciéon: Los subgrupos aproximados constituyen un concepto bésico
en combinatoria que permite capturar la idea de objetos semejantes a grupos,
salvo por un error constante finito. Aunque su estudio en el contexto abeliano se
remonta hasta la mitad del siglo XX, la definicion actual fue definitivamente fijada
por Tao en 2008 [Tao08]. El ejemplo més elemental de subgrupo aproximado es
una progresion geométrica general, esto es, un conjunto de palabras de longitud
acotada escritas usando un nimero finito de elementos que conmutan entre si. Las
técnicas mas habituales utilizadas para el estudio de los subgrupos aproximados
provienen de combinatoria, teoria de grafos y analisis armonico discreto.

En 2009, empleando teoria de modelos (logica matematica), Hrushovski
encontr6 una relaciéon fundamental entre los subgrupos aproximados finitos y
los grupos de Lie [Hrull]. Este resultado, ahora conocido como el teorema
del modelo de Lie, fue clave para finalmente obtener en 2012 una clasificacion
completa de los subgrupos aproximados finitos por Breuillard, Green y Tao. El
trabajo de Hrushovski introdujo los subgrupos aproximados en teoria de modelos
y, desde entonces, el interés en ellos no ha dejado de crecer en el area.

Sumario del curso: El objetivo de este mini-curso es familiarizar a los
estudiantes con los subgrupos aproximados y la teoria de modelos, y presentar
la demostracion del teorema del modelo de Lie, el cual ejemplifica bien las
aplicaciones que provee la teoria de modelos a otras areas de las matemaéticas
(en este caso combinatoria y teoria de grupos).

El primer dia estara dedicado a los resultados basicos de combinatoria so-
bre subgrupos aproximados: veremos el lema del recubrimiento de Ruzsa, la
desigualdad triangular de Ruzsa, la desigualdad de Petridis, la desigualdad
de Pliinnecke-Ruzsa y el teorema de caracterizaciéon de subgrupos aproxima-
dos (pequena duplicacion, pequenia triplicacion y subgrupo aproximado son
equivalentes).

El segundo dia introduciremos los conceptos basicos de teoria de modelos
necesarios para la demostracion del teorema del modelo de Lie: daremos las
definiciones de lenguaje, estructura, conjunto definible, conjunto infinitamente-de-
finible, saturacién, ultraproducto, conjunto pseudo-finito y ultralimite de medidas
de conteo; asi como el teorema de Lo$ y la Ny-saturacion de los ultraproductos.



El tercer dia veremos la demostracion del teorema del modelo de Lie, siguiendo
la demostracion simplificada presentada por Massicot y Wagner [MW15]. Veremos
las definiciones de amenabilidad definible y la topologia logica, asi como el lema
de Sanders y la solucién al quinto problema de Hilbert por Gleason y Yamabe
(sin demostracién). Si el tiempo lo permite, expondremos algunos corolarios del
teorema del modelo de Lie. Concluiremos el curso con una breve descripcion
de la demostracion del teorema de Breuillard-Green-Tao y la relaciéon entre el
teorema del modelo de Lie y el teorema de crecimiento polinomial de Gromov.
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