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Paseo por un mundo reticular en el cuaderno de mates

INTRODUCCION Y ANTECEDENTES:

El problema de partida es, aparentemente sencillo, pero encierra otros problemas que los
matematicos han tardado bastante tiempo en resolver:

Llamamos puntos reticulares al conjunto de puntos del plano de coordenadas enteras.

Dado un niimero entero positivo A, encontrar todos los rectdngulos, esencialmente
distintos, que tienen un vértice en el punto O =(0,0)y los otros tres vértices en

puntos reticulares de area A.

Entendemos por rectangulos esencialmente distintos aquellos que no

se pueden obtener uno del otro a partir de un giro, una simetria o una

traslaciéon. Por ejemplo estos dos rectangulos son esencialmente el

mismo

Al resolver algunos casos particulares hemos descubierto que hay algunos nimeros que se
pueden obtener como suma de dos cuadrados y otros que no.

Buscando la informacién necesaria para resolver este problema hemos encontrado resultados
muy interesantes en el plano reticular, parece mentira que bajo una apariencia tan simple
haya problemas tan dificiles, y algunos todavia sin resolver!

OBIJETIVOS:

Conocer mejor ese mundo de los nimeros enteros desde el punto de vista numérico y sobre
todo desde el punto de vista geométrico en el sentido de las construcciones geométricas que
se pueden hacer en un plano de coordenadas enteras, pues aunque los nimeros enteros los
conocemos desde la primaria cuando un problema exige que las soluciones sean sélo nimeros
enteros empieza un lio muy grande.

RESULTADOS

-Hemos analizado en un mundo reticular, el comportamiento de las rectas, los poligonos
regulares, los circulos las circunferencias, es decir si tienen puntos reticulares, écuantos
tienen? ......

- Hemos encontrado la magica férmula de Pick para calcular el area de un poligono reticular y
hemos extendido esta formula a un poligono reticular contenido en un plano en el espacio.
Puntos suspensivos
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Paseo por un mundo reticular en el cuaderno de mates

Comenzamos resolviendo el problema inicial.

Obviamente, el nimero de rectangulos posibles depende de la descomposicién en factores
primos del nimero A.

Lo primero que hemos aprendido es saber cudntos divisores tiene un nimero Ny cémo se
calculan.

S N=p2p, %, p.*, el numero de divisores que tiene N, es

(8, +1)(8, +1)......(3 +1)

Pero ademds de la descomposicion de Aen factores primos tendremos que ver si hay
factores que se puedan poner como suma de dos cuadrados de nimeros enteros y de cuantas
maneras puede hacerse.

Los numeros primos excepto el 2 son impares y hemos observado distinto comportamiento
segln sean de la forma 4n+1 o delaforma 4n+3.

Vamos a explorar algunos casos:

A =13, un ndmero primo de la forma 4n+1.

. . c=(1,5)
En este caso sélo hay 2 rectangulos
D=(273)
=01 C=(131)
=(0.0) B=(13,0)
A=1(0,0)

A =7, un numero primo de la forma 4n+ 3, en este caso sélo hay 1

D=(01) C=(71)

A=1(0,0) B=(7.0)

A =65, un nimero compuesto y en su descomposicion hay dos factores primos de la forma

an+1.

Ademas de los rectdngulos de lados paralelos a los ejes de lados a=1, b =65y a=5,

b =13; se pueden construir los rectangulos de lados a :13\/§ , b= \/gya = 5\/E, b= \/E

Puntos suspensivos
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Paseo por un mundo reticular en el cuaderno de mates

C=(7.17)
D =(-13,24) C = (-11, 25) D=(-10,15
\ B=(.1) on
A=(0,0)
A=(0,0)

Pero también 65=1+64y 65=16+49, por lo tanto, hay dos cuadrados de lado /65 que

son esencialmente el mismo

C=(7.9

B=@& T
B=(1.8)
C'=(11,3)
A=(0.0)
Di=(8.1)
A=(0.0)

D=(7.-4)
Es decir para A=65salen 5

Si A=15, un nimero compuesto por un nimero primo de la forma 4n+1y otro de la forma
in+3

B=(21)

Ademds de los rectangulos de lados paralelos a los A=(0.0)

ejesdelados a=1, b=15y a=3, b=5, podemos

construir el que tienen por lados a = \/g yb= 3\/5

En este caso hay 3 C'=(5,-5)
D=(3,-6)

Si A=45, un nimero compuesto por un primo de la forma 4n+1y el cuadrado de un primo
de la forma 4n+3

Ademas de los rectangulos de lados paralelos a los ejes de lados a=1, b =45; a=3y

b=15; a=5, b =9estaran los que tienen por lados a:«/g, b=9\/§, a=3\/§, b=3\/§
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B=(21)
A=(0,0)

B=(6.3)
A=(0,0)

C=(9,-3)
C=(10,-15)

D =(8,-16)
D = (3,-6)

En este caso hay 5

Si A=36, un nimero compuesto por una potencia de 2 (el 2 se comporta como los primos
de la forma 4n+1)y el cuadrado de un primo de la forma 4n+3.

Ademéds de los rectangulos de lados 1.36 =2.18 =3.12 = 4.9 = 6.6 paralelos a la reticula;
estan los que tienen por lados a:ﬁ, b:18\/§; a:2\/§, b:9\/§; a:3\/§, b:6\/§

Area KL= 38

En este caso encontramos: 8

Si A=90, un nimero compuesto por una potencia de 2 , un primo de la forma 4n+1y el

cuadrado de un primo de la forma 4n+3.

Todos los productos de dos factores1.90 =2.45=3.30=5.18 =6.15=9.10 y ademés se
pueden construir \/5 , \/gy v/10, entonces hacemos las parejas correspondientes:
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2y 4572 ; 342y 1542 542 y 9v2 ; /5 y185; 245y 9v5; 345 y6.5;
JV10y9410; 3410 y310

Total: 14

Si A=216, un nimero compuesto por una potencia de 2 y el cubo de un primo de la forma

4n+3.

En este caso tenemos 1.216 =2.108=3.72=4.54=6.36 =8.27 =9.24 =12.18 de lados
paralelos a la reticula y los que tienen por lados a = \/E, b= 108\/5; a= 2\/5, b= 54\/5;

a=3v2,b=36v2;a=4v2,b=27J2;a=6v2,b=18V2; a=9v2, b =122,
Total : 14

Si A=72,un nimero compuesto por una potencia de 2 (el 2 se comporta como los primos

de la forma 4n+1)y el cuadrado de un primo de la forma 4n+3.

Ademas de los que tienen los
lados paralelos a la trama
reticular encontramos:

En todos estos rectangulos entendemos que uno de sus vértices es el punto (0,0) porque en
realidad lo que importa es la longitud de sus lados y que los vértices sean puntos

reticulares.

Total : 11

Para resolver este problema tenemos que saber si un nimero primo se puede descomponer

como suma de dos cuadrados y hemos encontrado lo siguiente:
Puntos suspensivos
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Si tenemos un niimero primo P de la forma p =4k + 3, no se puede poner como suma de

dos cuadrados:

Como es impar, uno de los sumandos debe ser par y el otro impar. Si un nimero es impar, o
bien es de la forma 4k +1 , o bien es de la forma 4K + 3; pero el cuadrado de un nimero de

la forma 4K +1es de la forma (4k +1)2 =16k? + 8k +1=4(4k* + 2k) +1, y el cuadrado de

un ndmero de la forma 4k +3es (4k +3)2 =16k’ + 24k +9 = 4(4k* + 6k + 2) +1, asi que

nunca se puede obtener un nimero primo de la forma p =4k + 3 como suma de dos

cuadrados de nimeros enteros.

Euler demostré que todo niimero primo de la forma p = 4k +1siempre se puede poner

como suma de dos cuadrados de forma unica.

Por lo tanto siempre vamos a poder elegir puntos reticulares adecuados para construir
segmentos de longitudes: \/E, 2, \/g, 2\/5, 3,410,+/13,4,V17, 3\/5, 2\/5,5 ....... Teniendo en
cuenta estos dos resultados, si un nimero A= 2% p* p2....p;* qlbl 32....qf1’1m , donde los

ndmeros : P;, P,,....p, son de laforma 4n+1y q;,0,...q,, son de la forma 4n+3, el nimero

de rectangulos que vamos a poder construir es lo mismo que considerar que

A= (ﬁ)za (\/E)Z&11 ............ (\/p—k)2ak qfl gz _..,q;m , Y el nimero de “divisores” que
podriamos obtener sera: R = (2a+1)(2a, +1).....(2a, +1)(b, +1)(b, +1).....(b, +1), si

R =2r, el nimero de rectdngulos que se obtienenes I ;ysi R=2r—1, el nimero de
rectangulos que obtenemos es I

Ya hemos conseguido un primer resultado!!!!

Después de resolver este problema vamos a iniciar un paseo por algunos problemas
planteados en un plano reticular, como nuestro cuaderno de mates.

RECTAS:

En el plano hay rectas que no tienen puntos reticulares, tales como por ejemplo las rectas que
pasas por los puntos medios de dos lados contiguos o dos lados opuestos de un cuadrado
unidad.

1
[}
1
—
(=]
—
%)
)
o
i
o
-
oa
(=]
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Paseo por un mundo reticular en el cuaderno de mates

Hay rectas que sdlo tienen un punto reticular, por ejemplo la que pasa por (0,0) y forma un
angulo de 602 con el eje OX.

Si una recta contiene mas de un punto reticular, entonces tiene infinitos puntos reticulares

igualmente espaciados :

POLIGONOS REGULARES:

Los poligonos regulares que rellenan el plano son el tridngulo, el cuadrado
y el hexdgono. Es imposible obtener un tridngulo equildtero con los tres
vértices en puntos reticulares, pues si un vértice es el punto (0,0) y el

IN3)

otro es el punto (I,0), entonces el tercero debe ser E’T ysil es

un nUmero entero 7 no lo es.

De manera andloga se puede ver que el hexagono regular no
puede tener todos los vértices en puntos reticulares, al fin y al
cabo un hexagono esta formado por 6 triangulos equilateros.

Puntos suspensivos
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El Unico poligono regular que puede ser colocado en el plano de coordenadas enteras de modo

gue sus vértices sean puntos reticulares es el cuadrado. e o o .

® I ®
La demostracién de este resultado se puede ver en un articulo de
Daniel J. O’loughlin en Mathematics Magazine vol75, n?1 febrero T
2002. La demostracion se basa en tres ideas: L e R

I) Si A eselareade un poligono en el plano cuyos vértices son puntos reticulares
entonces 2Aes un nimero entero (resultado elemental a partir del Teorema de
Pick como veremos mas adelante).

II) Lafdérmula para calcular el area de un poligono regular de nlados de longitud S es:

ns?

A(Pn):—ﬂ_
4tan| —
n

T .
) Si n>3elvalorde tan| — |es racional sélo para N =4 .Para completar esta
n

demostracién son necesarios unos cdlculos con funciones trigonomeétricas, nos
dicen que las cuentas no son dificiles pero nosotros sabemos muy poco de
trigonometria.

CIRCULOS Y CIRCUNFERENCIAS

H. Steinhaus propuso el siguiente problema.

Para cada numero natural n, ¢existe en el plano un circulo que contenga en su interior
exactamente N puntos reticulares?

Es facil demostrar que existen nimeros naturales N para los que no hay ningun circulo con
centro en un punto reticular y en cuyo interior haya exactamente N puntos reticulares.

Puntos suspensivos
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Claramente:

Si tenemos un circulo de centro un punto reticular y radio I <1entonces sélo hay un punto

reticular en su interior; pero si el radio es 1 < I <+/2 entonces en el interior de ese circulo
habrda exactamente cinco puntos reticulares. Y no existe ningun circulo de centro un punto
reticular que tenga en su interior exactamente dos, tres o cuatro puntos reticulares.

Si tuviéramos un circulo de radio r <1/ 2y centro el punto medio de un lado cualquiera de un
cuadrado unidad del reticulo, no habra ningun punto reticular en su interior, pero para un

radio 1/2<r< \/g / 2, tendriamos exactamente dos puntos reticulares en el interior del

circulo.
® ® ® ® L ® ® ®
® ® ® ® L ®
L] [ ] L] L]
® ® ® ® ® ®

Si ahora consideramos un circulo cuyo centro sea el centro de cualquier cuadrado unidad y
radio I <+/2 /2, entonces tampoco tendriamos puntos reticulares en su interior; pero para

un radio \/E /2 <r<+/10/2, habria exactamente cuatro puntos reticulares en su interior.

Puntos suspensivos
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L & L L
L L
L] L]
L L L L
Supongamos a continuacidn que el centro de nuestro circulo ®

pudiera moverse partiendo del centro de un cuadrado unidad
y siguiendo la direccién de la diagonal, podriamos conseguir un

L]
circulo que tiene exactamente tres puntos reticulares en su
interior
L
'r L] L] L]

Probaremos ahora que, eligiendo un centro y un radio apropiados en el plano, es posible tener
un circulo en cuyo interior haya exactamente el nimero de puntos reticulares que queramos.

Si fijamos unos ejes de coordenadas, vamos a elegir como centro del circulo el punto

1
0] \/2,§ , entonces para cada nimero natural N existird un radio I tal que en el interior del
circulo de centro Oy radio I, contendra exactamente N puntos reticulares.

Para demostrarlo:

PRIMERO: las distancias del punto O a dos puntos reticulares cualesquiera son distintas, por
lo que siempre habra un circulo con un radio comprendido entre las distancias de dos puntos
distintos a P. Como todos ellos tienen distancias distintas a P los ordenamos en una sucesion

finita de acuerdo a sus distancia crecientes desde O. P, P,....P,.

Puntos suspensivos
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Supongamos que P (a,b)y P,(c,d) son dos puntos reticulares distintos, pero que la distancia

a O fuera la misma, es decir: d(O,P)=d(O,R,)

2 2 2 2
Por el teorema de Pitagoras se tendria que:(a—\/z) J{b—%j = (C—\/E) +(d _%j de
donde 2(c—a)\/§ =c’+d?-a?-b? +§(b—d), y como el miembro de la derecha es un

2
numero racional, entonces C = @y consecuentemente (d +b +§ (b —d ) =0, pero como

by d son nimeros enteros b =d , contrario a la hipétesis de que los puntos P,y P,son

distintos.

SEGUNDO: claramente, cada circulo de centro Oy radio suficientemente grande contendra
mas de n puntos reticulares.

En el interior de uno de esos circulos habra un nimero finito de puntos reticulares.

Asi, los Unicos puntos

Vamos a llamar K, , al circulo de centro O que pasa por el punto P ;.

gue estan en el circulo son los puntos

P.P...P ]

Puntos suspensivos
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Resultados muy dificiles de probar

En la web http://mathworld.wolfram.com hemos encontrado los siguientes resultados

e Para cada numero natural n, éexiste un circulo de area N que contiene en su
interior exactamente N puntos reticulares?

Steinhaus probdé que siempre es posible.

e Para cada numero natural n, éexiste un circulo en cuya circunferencia haya
exactamente N puntos reticulares?

La demostracion se debe a A. Schinzel:

Si n =2k +1 (impar) siendo kK un entero k >0 la circunferencia de centro (1/3,0) y

k
radio I = ? contiene exactamente n puntos reticulares.

e

Si nes par, N = 2K siendo K un numero natural, la circunferencia de centro en el
k-1

52 .
> contendra N puntos A

1 .
punto (E,Oj yradio I =

reticulares.

Puntos suspensivos
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Esta solucién no proporciona el menor radio posible

e Para cada nimero natural n existe en el plano un cuadrado que contiene en su
interior exactamente N puntos reticulares.

L ] L ] L ] L ] L ]
| -~ %,
e | o e N e ®
n=1 AN
5 n=2 N
“,
W, -
L ] e R . L ]
- N\
T n=3 N
\
N, A
L ] b L ] L B L ] L]
1
% -
"\__.-'""/
L ] L ] L ] L ]

Muchas otras cuestiones se pueden formular sobre circulos y puntos reticulares:

Si tenemos un circulo con centro en un punto reticular y pasa por, al menos, un punto
reticular, éCual es su radio?

Imaginemos que el centro es el O(0,0), si pasa por el punto reticular A(a,b), entonces

r=a’+ bz, es decir el radio al cuadrado debe poderse escribir como suma de dos
cuadrados.

Otra vez nos encontramos con la descomposicion de un nimero como suma de dos
cuadrados!!

Teniendo en cuenta lo que sabemos al respecto, la respuesta a nuestra pregunta es:

El radio del circulo tiene que ser igual a la raiz cuadrada de un nimero natural que, cuando se
divide por su mayor factor cuadratico, da un cociente que es un nimero que no tiene divisores
de laforma p=4k+3.

Asi, si consideramos un circulo con centro en un punto reticular y en su circunferencia hay al
menos un punto reticular, sus radios posibles son:

1,4/2,2,4/5,24/2,3,410,413,4,417,342, 2+/5...

Otra pregunta que nos podemos hacer:
éCuantos puntos reticulares pueden estar en la circunferencia de un circulo de centro un
punto reticular?

Puntos suspensivos
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Es facil ver, por simetria que siempre obtendremos un multiplo de 4, pero lo mas curioso es
que se puede obtener cualquier multiplo de 4. Se ha demostrado que: Para un nimero

, . . k-1 .
natural K, un circulo con centro en un punto reticular y radio r =+/5“" tendra en su

circunferencia exactamente 4K puntos reticulares.

Un problema todavia no resuelto

éExiste un ortoedro cuyas aristas, diagonales de las caras y diagonales interiores tengan
todas las longitudes enteras?

Este problema es equivalente, utilizando el Teorema de Pitagoras, a ver si existen, o no,

numeros naturales X, Yy, Z tales que cada uno de los nimeros X% + y2 , X% + y2 , y2 +7° y

2 2 2 . .
X°+Y°+2° seancuadrados de nimeros naturales. Por el momento, parece que todavia no

Puntos suspensivos
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Una curiosidad:

Los puntos reticulares se pueden ordenar:

Se pueden numerar todos los puntos reticulares en una sucesion infinita, de tal modo que
puedan ser ordenados:

P24 P9 P10 P11 P12
L ] & L

P23 P8 Pl P2 P13
L ] L b L ]

P22 P7 P P3 P14
L ] L ] L ] L ]

P21 PG PS P4 P15
L ] $ L ]

P20 P19 P18 P17 P16

EL TEOREMA DE PICK para un poligono simple

Supongamos que tenemos un triangulo de vértices A(0,0), B(m,n)y C(r,s), puntos

il reticulares, el area del triangulo la calculamos restando al area

del rectangulo las areas de los tres triangulos que hemos
anadido para formar el rectangulo y obtenemos que es:

. _B (m,n) A M

Puntos suspensivos
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Llamamos triangulo fundamental a un triangulo cuyos vértices son puntos reticularesy no
tienen ningln punto reticular ni en el interior ni en los lados (sélo los vértices) .Veamos que
el drea de cualquier tridangulo fundamental es %.

Podemos mover cualquier tridangulo fundamental de modo que tenga un vértice en el
punto (0,0), entonces segun el problema anterior el 4rea de cualquier tridngulo

fundamental siempre sera mayor o igual que E , pues el numerador es un numero entero
positivo no nulo, y el mas pequefio de todos es el 1.

Dado un poligono simple (los lados no se cortan) reticular cualquiera, lo descomponemos en
tridngulos fundamentales. Supongamos que hay T tridngulos fundamentales, en ese caso la
suma total de los dngulos de todos los tridngulos es 180T , pero por cada punto interior
estamos afiadiendo 360 grados, luego la suma serd 180T —360I . Sin embargo en un

poligono de K lados, los dngulos interiores suman (k - 2)180 , pero ahora estamos

considerando como vértices los puntos del borde que no lo son en sentido clasico. Cada uno
de ellos incrementa la suma en 180 grados. Asi que en términos de B, la suma vale

(B —2)180. lgualando 180T —3601 = (B —2)180, es decir T =B-2+2l

Resultado sorprendente, el nimero de triangulos fundamentales de un poligono reticular
simple sélo depende de los puntos que hay en el borde y de los que hay en el interior y no
depende de cémo se elijan los tridngulos.

Dado un triangulo fundamental, seguro que se puede inscribir en un cuadrado reticular de lado
N . Descomponemos ese cuadrado en triangulos fundamentales, uno de los cuales es el

triangulo inicial, el nimero de tridangulos fundamentales serd T =4n—2+2(n —1)2 =2n?,

2, .2
Tendremos entonces que el cuadrado lo tenemos descompuesto en 2N tridngulos

. 2 .
fundamentales y la suma de las areas de todos ellos es N“, como el drea de cada uno de ellos
es mayor o igual a %5, necesariamente todos tienen que tener area % . Por tanto cualquier
triangulo fundamental tiene area %.

Teorema de Pick

En 1899 George Pick descubrié una férmula para calcular el drea de un poligono simple P
cuyos vértices son puntos reticulares ( “simple” significa que el poligono no se corta a si
mismo)

B
Eldreaes A= +E_1' siendo | los puntos reticulares que estan en el interiory B los

puntos reticulares que estan en el borde.

Puntos suspensivos
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Dado cualquier poligono simple reticular lo descomponemos en tridngulos fundamentales,
antes hemos visto que T = B —2+ 2| y cada tridngulo fundamental tiene area %, entonces
1 B-2+21 B
A=—T=———=1+—-1
2 2 2
La férmula del area es aditiva en el sentido de que si la férmula es vélida para dos poligonos
con interiores disjuntos, pero que estan unidos por una arista comun, entonces también es
valida para el poligono formado por la unién de los dos anteriores.

Poligonol Poligono2 Poligono 1+2

Area 5 Area 4 Area 9

B B
Sillamamos A = I, +?l—1a la formula de Pick para el poligono B,y A, =1, +?2—1 ala férmula

B
de Pick para el poligono P, ,y finalmente, A= | + E —1lla férmula de Pick para el poligono

P construido con los poligonos P,y P, unidos por una arista comun. Si E es el namero de puntos

reticulares de la arista comun, entonces B=B, —E+B,-E+2, | =1, + 1, +E—-2yporlo

tanto A= A + A,

Si el poligono no es simple también se puede calcular el area mediante una

generalizacion de la formula de Pick teniendo en cuenta el nimero de “agujeros”

D

gue tenga el poligono o si se cruzan o no los lados.

Si en el poligono los lados no se cortan y tiene M agujeros que no se tocan

entonces, calculamos el &rea del poligono “sin agujeros” y el area de los agujeros

]

y después se restan, pero también podemos hacerlo todo a la vez teniendo en

cuenta que el nimero de puntos interiores del poligono ha disminuido en tantos
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como tienen los huecos incluido los de sus bordes, pero por otro lado el niumero de lados del poligono se

ha incrementado y haciendo las cuentas al final queda que el areaes A= | +E — (1— m) .Enla

figura anterior A= 4+%— @1-3)=24

<

Este resultado no se puede aplicar a figuras como:

/

e Antes de abordar la siguiente parte necesitamos poder utilizar una nueva herramienta
Ilamada determinante:

a
Un determinante de orden 2 se calcula de la siguiente manera =ad -bc;

Un determinante de orden 3 se puede calcular a través de 3 determinantes de orden 2

a b C 1 1 1 1 1 1
Lo C a' ¢ a' b
a b C = a n n - n n + C n n
n n n b C a a b
a" b" ¢

Dados dos vectores de componentes U = (a', b',c ') y V= (a", b"c ") se llama producto
vectorial de estos dos vectores al vector cuyas componentes son
b' c¢| |a'" c'||a" b’
b" ¢"' |a" c'l|a" b"

UXv =

Si los vectores Uy V tienen distinta direccion determinan un

paralelogramo, pues bien el area de este paralelogramo es |UXV|
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Una exploracion del teorema de Pick en el espacio

B
Dado un poligono simple reticular P, el area de P viene dada por: A= 1 +——1, siendo A el area que

encierra el poligono, | es el niimero de puntos reticulares que hay

en el interior del poligono y B es el nimero de puntos reticulares
en el borde del poligono.

Por ejemplo en esta figura, | =22, B =11, por lo tanto el area

es A=22+E—1=5—3.
2 2

Vamos a intentar extender la formula de Pick a poligonos en una

reticula tridimensional.

Si hacemos una transformacién

lineal en el plano, el teorema de

Pick sigue siendo valido. Si

transformamos nuestra reticula / / _ o ok \/

inicial en otra reticula: por

ejemplo consideramos la

aplicaciéon que transforma el punto (1,0) en el punto (2,0) y el punto (0,1) en el (1,1),
obtenemos esta nueva reticula. Al paralelogramo obtenido al transformar el cuadrado unidad
le lamaremos paralelogramo unidad.

X'=2X+Yy
Esta transformacion se puede escribir de la siguiente manera: , 0 bien en forma

2 |

Los puntos reticulares de la primera figura se transforman en los de la segunda. El nimero de

puntos reticulares que hay en el interior y en la frontera es el mismo que antes, sin embargo el
area es el doble de la anterior. La razén es que el paralelogramo unidad de la reticula nueva
tiene area 2. Un resultado elemental nos dice que el valor absoluto del determinante de la

matriz

j:': 2, es el drea de la imagen del cuadrado unidad y en general es el factor para

convertir areas.

En el teorema de Pick podemos interpretar el drea como el nimero de cuadrados unidad que
hay en el poligono, en esta nueva reticula podemos interpretarlo de la misma manera,
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¢Cudntos paralelogramos unidad caben en la imagen del poligono original? Por lo tanto para
calcular el drea del poligono transformado, hacemos lo mismo que antes pero habrad que
multiplicar esa cantidad por el drea del paralelogramo unidad. En este caso A'=53

En general si el paralelogramo unidad tiene drea U , entonces tenemos:

Teorema de Pick para una reticula construida con ese paralelogramo unidad: El drea de un

B
poligono simple formado por puntos reticulares es A=U (I +E_1j

Reticulas unidimensionales

Consideremos la recta que une los puntos reticulares (0,0) y (a,b). Para cualquier nimero
entero N, el punto (Na,Nb) estd en dicha recta. Por lo tanto en el segmento que une los

puntos (0,0) y (a,b) no hay puntos reticulares siy sélo si @ y b son primos entre si, es decir

si med(a,b) =1.

En general dado el segmento que une los

puntos (0,0) y (a,b),si d =mcd(a,b), B=1(7,5)

)
entonces. | —,— |,
dd

(E Z—bj ((d —Da (d _1)bJson los
) T q

(d —1) puntos reticulares que estan en el

A=(1,2)

interior del segmento.

Puntos reticulares de un plano en el espacio

Consideremos el plano 7:2X+3y+6z=12.

Todos los puntos reticulares en el espacio se pueden proyectar en el plano reticular X, Y. Por
ejemplo el punto (3,4,—1)que esta en el plano 7 se proyecta en el punto (3,4) en el plano

X, Y.

Queremos construir una reticula sobre el plano 7 para poder aplicar el teorema de Pick a un
poligono construido sobre esa reticula.

Para construir dicha reticula, primero tenemos que determinar dos direcciones para formar
un paralelogramo unidad.

Si Z=0, tenemos la recta 2X+ 3y =12, en esta recta estan los puntos (3, 2,0) , (6,0, 0)
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Cualquier otra recta de la forma 2X+3y =K serd paralela a la dada, pero para que esté
contenida en el plano, K tiene que ser multiplo de 6. Por ejemplo si K =6, entonces z =1,y

sobre esa recta podemos sefialar los puntos reticulares (3,2,1), (6,0,1) ..., es decir vya

podemos formar un paralelogramo unidad para construir una trama reticular en el plano 7.
Vamos a hacerlo en general:

Supongamos que tenemos un plano que pasa por el origen ax+by+cz =0, (si el plano no

pasa por el origen, trazamos el plano paralelo a él que pasa por el origen para construir una
trama reticular) de manera que a,b,Cno son todos nulos. Y para mas comodidad vamos a

suponer que los tres coeficientes no tienen divisores comunes, es decir mecd (a,b,c) =1.

El plano 7 corta al plano X, Y en la recta ax+by =0, vamos a considerar esta recta como una
de las direcciones para formar el paralelogramo unidad. Si @ =0tendriamos la recta Yy =0,y

tendriamos rectas paralelas al eje OX . Algo parecido sucede si b =0. Estos casos son muy
simples, es mejor tratarlos como un caso aparte. Asi que suponemos que a#=0y b#0

La recta ax+by =0contiene los puntos reticulares (0,0,0)y (b,—a,0). Por lo que hemos

visto antes, si d =mcd(a,b), entonces los puntos reticulares que estan en esa recta son los

nb na ) b a
puntos ?,—? para todon entero. El punto reticular E,—E es adyacente al punto

a
(0,0); es decir el vector de componentes (a,—EJ es uno de los vectores que determinan el
paralelogramo base.

En general, las rectas paralelas a esta son de la forma ax+by =k, y para que esta ecuacién

tenga solucién en nimeros enteros K = nd siendo N entero. (Hemos aprendido del algoritmo
de Euclides para calcular el maximo comun divisor que si d =mcd(a,b), existen enteros

X, Ytales que ax+hby=d)

Cada una de las rectas ax+Dby=nd estdn contenidas en el plano 7, pero no todas

corresponden a un valor entero de Z . Para ello tiene que suceder que €Z =—nd y por lo tanto
nd

_?_

=

Como a,by Cson primos entre si, entonces d y Ctambién lo son. Por lo tanto, para que

Z sea un entero, Ctiene que dividir a n. Por lo tanto las rectas de puntos reticulares en el
plano 7 deben ser de la forma ax+by=cmd para cualquier entero My en ese caso

Zz=-md.
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Larecta ax+by =d es adyacente a ax+by =0en el plano X, y. Si (X, yo)es una solucién
en numeros enteros de ax+by =d, entonces los multiplos enteros del vector de
componentes (XO, yo)determinarén puntos reticulares en cada nivel. Para cada M, los puntos

(CmXO,CmyO)serén puntos reticulares correspondientes a la reticula tridimensional en el

plano 7. Por lo tanto el problema reside en encontrar (XO, yo), pero esto puede hacerse por

un sencillo tanteo. Entonces tenemos el siguiente resultado:

Sea 7 un plano de ecuacién ax+by+cz =0 de manera que a,b,C no son todos nulos y tales
que mcd(a,b,c)=1. Entonces los puntos de la reticula tridimensional que estan sobre el

nb na
plano rtienen por coordenadas (meo+FachO_F1_md]5iend° d =mcd(a,b),

(XO, Yo ) es una solucidn particular de ax+by =d y nes un entero cualquiera.
nb na b a
Esto se puede escribir asi (me0 +F,Cmy0 —F,—mdj = m(cxo,cyo —d)+ n(a,—a,Oj

b a
Y los vectores (CXO,Cy0 — d)y (_'_E'O forman una paralelogramo unidad de la reticula

d

tridimensional en el plano .

b a
EL 4rea de este paralelogramo es el médulo de (CXO, cy, —d ) X(a, _E'Oj = (—a, b, —C)

sesdecir U =+/a?+b%+c?.

Y ahora ya estamos en condiciones de generalizar el teorema de Pick a un plano contenido en
el espacio.

Teorema de Pick en un plano contenido en el espacio
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Supongamos que P es un poligono cuyos vértices son puntos reticulares en el espacio que
estan contenidos en el plano ax+by+cz =0, de manera que a,b, C no son todos nulos y

tales que mcd(a,b,c) =1.Si B es el nimero de puntos reticulares del borde de P, | esel

nimero de puntos reticulares del interior de P, entonces el drea de P es

A=+a’+b?+c? (I +§—1}

Ejemplo:

Consideramos el plano de ecuacién 2X+ 3y +6z =0;( paralelo al plano 2X+3y+6z =12).

Como mcd(2,3) =1, la ecuacién 2X+ 3y =1 tiene solucién en nimeros enteros, por

ejemplo la solucidn particular (—1,1)

Los vectores que forman el paralelogramo base son (—6,6,—1)y (3, -2, O)y el drea de este

paralelogramo unidad es 7.

Entonces el area del tridngulo determinado por los

puntos A=(6,0,0), B(0,4,0)y C(0,0,2) sera
A= 7(0 +g—1) =14, porque no tiene ningun

punto reticular en el interior y hay 6 puntos

reticulares en el borde.

Realmente en este ejemplo encontrar | es mas complicado que encontrar A porque el
poligono P es un tridngulo.

Sin embargo vamos a explorar un poco mas esta formula:

Consideramos el plano ax+by +cz =0, de manera que @,b,C no son todos nulos y tales que

mcd (a,b, c) =1, sabemos que el drea de un paralelogramo unidad es v/a® +b*+¢* .

Si proyectamos los vectores que forman la reticula sobre el plano X, Y tenemos los vectores
b a . . ] .

(CXO,CyO,O) y E,—E,O , Yy si consideramos la reticula que determinan estos vectores, el

paralelogramo unidad tiene por area el médulo del vector:
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[0,0,_ CZXO _Ct:jij — _E(0,0, ax, + byo) = —%(0,0, d)= —C(0,0,l); es decir |C|

Si llamamos A(y al drea del poligono proyeccion de P sobre el plano Xy, tendremos que:

A Na'+b®+c?

Ay c
A Ja‘+b?’+c® A a®+b?+c?

Andlogamente se tendra que — =——————y —=——————siendo A,y A, las
AT B AT v

proyecciones de P sobre los planos XZy yZ.

Es decir: A=+/a” +b? +c? ﬁ:\/a2 +b? +¢? A, =+a?+b?+c? iyteniendo en

& bl [

cuenta esto se obtiene que :

K= K4

Sorprendentemente podemos encontrar el drea A de otra manera:

Consideremos el cuadrilatero cuyos vértices son
A= (0, 0, O) ,B= (6, -2, —1) ,C= (3, 2, —2) yD = (—3, 6, —2)que estd sobre el plano
2X+3y+62=0.

Proyectando este cuadrilatero sobre el plano XYy nos da un cuadrildtero cuyos vértices son
A'=(0,0), B'= (6,—2) ,C'= (3, 2)y D'= (—3, 6) , en esta figura es facil ver que en el

interior hay 18 puntos y en la frontera 8, por lo que AKy =21

Porloque: A=+2?+3?+6° %:4_29
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21
Y ademis, comog = % = % podemos saber que A, = > y que Ayz =7 Ahora también
podemos utilizar este resultado para contar los puntos que estan en el interior del poligono, de

49 B
la férmula de Pick tenemos que 7 = 7(| +E_ J, es decir 9=21 + B, el nimero de

puntos que hay en el borde es facil de encontrar: en este caso formamos los vectores que
determinan los lados del cuadrildtero: AB =(6,-2,1); BC =(-3,4,-1),

CD =(-6,4,0)=2(-3,2,0)y DA=(3,-6,2) ; tres de ellos tienen sus componentes primos
entre si y en uno de ellos el mcd(—6,4) =2, por lo tanto B =5hay 5 puntos en el borde, asi
que | =2

Es decir, podemos calcular el drea del poligono P sin més que conocer el drea de su
proyeccidén sobre el plano XYy utilizar la férmula de Pick para calcular los puntos reticulares

que hay en el interior del poligono.

CONCLUSIONES:

A partir de un problema, aparentemente facil hemos explorado un mundo reticular y hemos
encontrado una manera de utilizar el teorema de Pick para calcular el area de un poligono
simple reticular contenido en un plano en el espacio.

Nos gustaria haber desarrollado también la férmula de Pick para un poligono cualquiera! Y
relacionarla con la férmula de Euler, pero......
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