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INTRODUCCION Y ANTECEDENTES.

El pasado verano, fui a Inglaterra con un cursa parender inglés. En él, iba al
colegio con los demas nifios ingleses (pues eboeml un mes mas de clase que
nosotros en Espafia). Un dia, estaba en clase @éendtatas mientras explicaban
Pitagoras, y como lo habia estudiado dos afios @&mesd colegio me estaba
aburriendo. Se me ocurrié escribir los cuadrado®si@umeros del uno al diez.
A continuacion, reste cada cuadrado con su siguigrdanotando el resultado
justo debajo. Después de hacer esto repetidas gbtese una piramide. En ella,
no era muy dificil observar diferentes propiedasigse filas y columnas.

El verano se acabd y no habia realizado practiceemeimgin progreso, a
excepcion de una propiedad béasica que consistauercupndo encuentras un
cuadrado perfecto entre los numeros de la piranodiere decir que has
encontrado una terna pitagorica.

En los primeros dias de colegio, le ensefie mi pitdmm un amigo. A él, le gusto
mucho y decidimos agrandarla, es decir, hacerréanpide con los cuadrados del
uno al cincuenta.

Un dia, una profesora nos habl6 de un premio dailidn de dolares que daban
a aquel que descifrara el misterio de los niumeroraos. Nosotros habiamos
encontrado una propiedad con la que obteniamoss tt numeros primos
mediante la piramide, pero mas adelante descubrgquesno era mas que una
casualidad debida a que la pirAmide era aun pequefia

En nuestra piramide realizada manualmente, conseguextenderla hasta el
namero cincuenta, encontramos algunas propiedadsgas y calificamos
algunos nameros importantes con diferentes colores

(Numeros Verdes: numeros que se obtienen trasrrest@zuadrado de la
hipotenusa y el cuadrado del cateto mayor, es ,deticuadrado del cateto
menor)

(Numeros azules: es el cuadrado del nUmero medianma terna pitagorica o la
diferencia entre el cuadrado de la hipotenusacya&tirado del cateto menor)
(Numero Rojo: es el nUmero que se obtiene al restaradrado del cateto mayor
y el cuadrado del cateto menor).

Cuando nos hablaron de este concurso y vimos giianpos usar la piramide en
la que habiamos trabajado tanto buscamos muchasagsode agrandar la
pirAmide, pues hacerla a mano costaba mucho trabbjmal nos decidimos a
usar Microsoft Office Excel, programa con el quephamos la fila de los
nameros naturales hasta el cien. Tras hacerlo kordenador, imprimimos la
piramide que estaba mucho mas limpia que la quenbgca mano y pudimos
apreciar unas lineas (producidas al unir ciertasaras) que podiamos usar para
crear infinitas ternas pitagoricas.

Desde entonces, hemos trabajado muy duro para temcomas relaciones entre
los nimeros y darle contenido matematico.



OBJETIVOS Y RESULTADOS.

1. Como se ha construido (intuitivo y riguroso)

La Figura 1 muestra de forma intuitiva la constricale esta herramienta que
nos acompafara durante todo el trabajo dada Sdadtil pues muestra gran
cantidad de datos muy visuales en poco tiempo, ghdlese deriva su interés en

este trabajo.
FIGURA 1

'Adjuntamos el archivo Microsoft Excel aparte.

Escribimos en 100 casillas dispuestas en linea fagucesiom, o, & o, & o,---»
100 o de numeros enteros no negativos (es decir, inctloye® con sus
respectivos cuadrados adjuntamente en las misnsiBaga Entre cada dos
casillas trazamos otra en la cual el niumero dengrior es la diferencia de
cuadrados de las dos casillas entre las que seemngu de manera que
obtenemos otra sucesion, que a modo de funciémideos no negativos en si
mismos, denotamos pdi(n). Se puede observar cada una de las casillasale est
fila como la interseccién de dos diagonales: la va@eesde el cuadrado menor
hacia abajo y derecha, y la que va desde el cuadmeayor hacia abajo e
izquierda. De esta manera, podemos intuitivamariggsecar todas las casillas
(cuadrados) entre si, obteniendo una tabla delasasiuyos numeros son
precisamente la diferencia de los cuadrados que#essecan en dicha casilla.

De modo mas riguroso, se definen 100 funciofyés), en las que cada elemento
an x= T(n) = (N+x-1)* = (n-1¥ = 2x(n-1) + ¥, que corresponden a las filas de la
figura, presentadas de una forma mas visual. Estpoeque una casilla en
cuestion representa la diferencia entre los cuadratt donde provienen las
diagonales, estos son: el menor, la suma del nuderfda y su posicion en la
fila menos 1 1f+x-1), como puede observarse trivialmente en la figooano la
fila 1 indica que la diferencia es entre cuadracto#iguos, en general, la fila
indica esta diferencia entre los dos cuadrados,l@aue el cuadrado menor
resultan-1, de lo que se sigue la formuign).



2. Interpretacion geometrica de f,(n)

La interpretaciéon geométrica f¢n) consta de dos procesos, fijando cada una de
las variables de la ecuacidon como un nimero nadwipétkario. Fijando en primer
lugar x, es decir en una misma fila de la piramide, Idsres def aumentan en
progresion aritmética de primer orden, y como galrepresentacion grafica es
un recta, que va siendo tanto mas inclinada (posg®r pendiente) si tanto mas
va aumentand®. De modo analogo, si fijames esto es, en una misma diagonal
de la piramide (hacia abajo y derecha) la reprasent grafica es una parabola,
cuya curvatura es siempre la misma (1), si bienvédice depende de,
particularmente, los distintos vértices de es@sréis son puntos de una parabola
comun. Este interesante Ultimo apartado queda biejado con su
correspondiente justificacion matemética en la gl

FIGURA 2

-3 = -1 1

-1







3. Definiciones y formulas previas al estudio de la pamide

En esta seccion sentaremos las bases del trab@cegfundamentan en algunas
definiciones sencillas, una intuitiva demostraai@hteorema de Pitagoras que se
hace evidente, asi como un lema presentado al dmadsta seccion, que cabe
explicar debido a que sera utilizado en algunasiooas a lo largo del trabajo:

= Decimos que tres nimeros naturae®, ¢ forman una terna pitagérica si y
solo si cumplena? + b?= ¢? si ademéas cumplen quel.C.D (a, b, c) = 1
decimos que dicha terna es primitiva.

» Localizada una terna pitagoérica en la sucesig, definimos un namero
verde (azul) como el valor de la interseccion eetreuadrado mayor y el
cuadrado mediano (menor), que resulta ser el cdadreenor (mediano), por
el teorema de Pitagoras, que demostramos a coaitimude una forma muy
directa.

TEOREMA DE PITAGORAS

El area del cuadrado de ladesc?, pero también es |
suma de cuatro triangulos rectangulos de cateyds,
y del cuadrado interior de ladiea. De este modo:

¢ = 4(ab/2) + (b-af = 2ab + ¥ —2ab + & = a + b?

* Aunque en el ambito numérico no tenga ningun dicardo, definimos un
namero rojo como la interseccion entre el cuadmaédiano y el cuadrado

menor.



LEMA VERDE DE LAS TERNAS PITAGORICAS

LEMA : Todas las ternas(a, b, c)de naturales que cumpled + b? = c?

c — b = x se pueden generar a partir de la siguiente funcion:

fi N*—> N° P(X, Y) = (XYY — %72, (XY’ + X)/2)

X, Y)— (a,b,c) (X, y) = (2xy — X, 2Xy-1), 2xy — 2xy + X)

Dada por las terng®x, y)ei(x, y) segunx sea par o impar respectivamente con
las condiciones siguientes: x > 0, y > 1 (g2 (enp).

DEMOSTRACION : Dadox, la diferencia entre los cuadrados de la hipotenus
y el cateto mayor e — ¥ = ¢ - (c — ¥* = 2xc - ¥ = X(2C - %, que es un
cuadrado perfecto, por el de Pitagoras, por lo que debe haber, por lo menos
un factorx en(2c - %, distinguimos los dos casos siguientes:

» CASO 1:x es par. La expresiox2c - ¥ es un cuadrado par, uno de cuyos
factores esé por lo que su raiz (el cateto menor) es de la fotgndondey
recorre los naturales. Esto es cierto, pues dedaaciones sélo se puede
extraer esta Ultima conclusion, que se cumple fEtay > 2 (ya que no
existen ternas cuyo cateto menor sea 2 0 4). Sabquec = b+ X, y como
la terna ha de cumplir eMf de Pitagorastxyy + b? = (b+x) 2, si se despejh
gueda el segundo término pl&, y) ahora sélo queda sumapara obtenet.

» CASO 2:x es impar. La expresiéx2c - ¥ es un cuadrado impar, uno de
cuyos factores e€ por lo que su raiz (el cateto menor) es de la fot(@g-1)
= 2XYy - % que sélo establece las condiciones minimas pegaebresultado
sea impar sea cual sea y, para todos los impareg] pmismo motivo que en
el caso 1. Procedemos de igual manera que encellqaara obtendry c.

Como Ultimas observaciones, cabe destacar que ¢unda ecuacion
condicionante del lema es una mera definicion dehaerox, si bien el lema
asegura que todas las ternas Pitagdricas siguecubcion y su reciproco, esto
es, Si tres numeros naturales siguen la ecuacitonees forman una terna
pitagodrica (primitiva 0 no), por lo que lo usarentmsno recurso muy Util a la
hora de enfrentarnos a las ternas.

En ambog(x, y)ei(x, y), los dos primeros términos son los catetos yreéte;
la hipotenusa, el problema estd en dilucidar ca&lecateto menor y el mayor
(de aqui las desigualdades expuestas en el enandeldema), que quedara
resuelto observando las siguientes desigualdades.



(xy*— x)/2 > xy Teniendo en cuenta quey son naturales; >2, dandose la
desigualdad contraria sy = 1, 2

2xy(y-1) > 2xy — xDe la misma manera, llegamos a la conclusionudg ¢ 1,
dandose la desigualdad contrariaysH 1, pero esto ocurre siempre por
definicion del lema.

4. Procesos generadores de numeros verdes, azules pso

A continuacion se presenta un complemento teériama el estudio de la

piramide utilizando el lema anterior, cuyo objeties localizar de manera
rigurosa y sistematica esos curiosos numeros verd@s y azules que parecen
diseminados al azar. Este problema se abordaréreardugar con los nimeros

verdes de forma casi trivial de la siguiente manera

TEOREMA 1: En la filax, el k-ésimo numero verde es la imagen del primer
elemento dé€x, y)por la funcion lema siendo=y — 1(eni), 2 (enp).

DEMOSTRACION: Dada una filax en la que se encuentre el nimero verde,
por la construccion expuesta en la primera paitéraeajo, la diferencia entre el
cateto mayor y la hipotenusa sera tamhiéAdemas, por definicion de numero
verde, ha de ser un cuadrado y ademas el complarnteat minuendo (cuadrado
de la hipotenusa) y al sustrayendo (cuadrado detccenayor) para formar terna
pitagorica. Esto es precisamente la funcién lemam& el elemento de
ordenacion de ternas de la funcion lemg, gaies es el parametro que recorre los
naturales, debemos igualar con k, con la precaucion de observar las
restricciones parpde esta funcion. Las primeras terpés y)ei(x, y) se forman

a partir dey = 3, 2respectivamente. El primer nUmero verde skra 1, por
que se deben hacer las siguientes iguald&dey-2enp y k=y-1 eni.

Aunque no existan formulas concretas para deternmameros azules y rojos
(dado que el lema sélo contempl@omo la diferencia entre la hipotenusa y el
cuadrado mayor) no son necesarios mas teoremesmplementos teoricos,
hemos desarrollado ya herramientas suficientessenteabajo para obtenerlos,
como se muestra en el ejemplo 2 (el método esgm@lara azules y rojos).

Una importante observacion es la siguiente: exista cantidad limitada de
nameros azules en cada fkaque es evidente si observamos que la diferencia
entre la hipotenusa y el cateto menor es tamkiguara obtener la casilla de
interseccion de nimero azul, que debe ser mayoelqueadrado menor).



EJEMPLO 1: Hallar el octavo niumero verde de la fila 2.
> 8=y-2 porlo quey = 10y x = 2. (210 = 400.

EJEMPLO 2: Hallar todos los numeros azules de la fila 8.
> Por el lema verdep}: (xy*+ x)/2- xy = 8,con Unicas soluciones (validas
(x,y) = (4,3)teniendo en cuenta gueyson enteros positivog>2 y X es par,
> Por el lema verde (iRxy’ — 2xy + x — (2xy — X) =,&on soluciones validas
(xy) = (1,3)
» Dado que azul es cateto mayor por definicién, nasmbs en los segundos
elementos dp ei: 16, 12 Solo queda elevarlos al cuadragst, 144.

5. La funcion g,(n) v su interpretacion geométrica

Con ayuda del lema verde, ahora ya sabemos conentd&Sar el valor de
determinadas casillas especiales que interesam guirdmide de las ternas
pitagoricas, por sus caracteristicas especialeso cogémeros: azules, verdes,
rojas, cuadrados...

Una vez abordado este respecto, el objetivo esaatistinto, nos proponemos
(intuitivamente) saber donde estan esas casillasadde la piramide, esto es, de
modo mas riguroso, conocer mas a fondo los aspettesantes de la funcién
fu(n) en cuanto a estos misteriosos numeros para lo wiledaremos otra
herramienta que presentamos a continuacion:

LEMA POSICION gy(n)

Existe una funcidén que determina, dado el valourd@imero verde, su posicion
dentro de la piramide, que tiene la siguiente esipre

> 2xk(k+1)+1six es impar

> X(k+1)(k+3)/2+1six es par

DEMOSTRACION : Lo demostraremos para el caso impar, siendo gob
par.

Una vez mas, usaremos la definicion de nimero vemdel lema verdg que es
X*y?. Sabemos qug = k+1 para elk-ésimo nimero verde, por lo qu&?=
x*(k+1) 2. Si ahora lo igualamos &(n)= 2x(n-1)+ x* (como vimos en el primer
apartado) y despejamosobtenemos la posicion delésimo namero verde de la
fila X, que operando y reordenando obtenemos la condieidenunciado.
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La interpretacion geomeétrica de la funcidon antemurs ofrece una muy
interesante propiedad de los numeros verdes, yesidijamosk, la funciong
resulta una recta, esto es, todos los primeros rusmnerdes de cada fila (y los
segundos, y los terceros...) estan alineados emdenjle, jsorprendente! Dicho
con otras palabras, cada numero verde de la pieaesth contenido en una recta
que contiene otros infinitos numeros verdes, toelliss en la misma posicidon
ordinal dentro de su fila.

Generalizando el lema, es la funcigi(n) = (f(n) - ¥)/2x +1 la que devuelve la
posicion de un numero dentro de la fila, con lo gste método se amplia
también a todos los numeros de la piramide, encedpa los rojos y azules.
Hemos dejado la funciég(n) por su interés en relaciéon con los nimeros verdes.
Es interesante ver que los numeros azules (siee)ist los nimeros rojos
también estan alineados (aunque no de la mismaafoes decir no todos los
primeros, todos los segundos, los terceros...) coo%o Vierdes, lo que es
facilmente demostrable si se utiliza la definicid® nimero azul y rojo en el
lema verde y aplicar a continuacion la funcigif(n) como se ha hecho con los
verdes, al resultar una funcidn de primer gradeati@blex (una recta).

6. Una relacion funcional

Hemos completado el “panel de instrumentos” qukzaithos en este trabajo,
componiéndose este esencialmente de tres funciargsberf,(n), fLema G(N)),
que resuelven por ahora todas las preguntas retatas con ordenes, valores,
posiciones, numeros de colores, ternas pitagoyiahistribucion por la piramide
de los mismos. Sin embargo, queda una Ultima apérntacerca de este trabajo
gue versara sobre la relacion que estas tres fuegitienen entre si y no para con
los nimeros.

Lo mas facil es la confeccion de una tabla en ladgqupatente esta relacion
implicita.

Funcién De A
fu(n) Posicion dentro de la fila Valor del nUmero
fLema Orden dentro de la fila Valor del nUmero
ax(n) Orden dentro de la fila Posicion dentro de la filg

11



De aqui se puede obtener una conclusion a simpta, ypbero de importantes
magnitudes:
TEOREMA 2: f, (g«(n))=fx 0 &= fLema Q)

DEMOSTRACION: Para el caso impafi o g, = 2x[2xk(k+1)+1-1]+ x* =
X(4K+4k+1) = x*(2k+1)2. Como en el caso impér=y-1, X(2y-1)?con lo que
gueda demostrado. El caso par se prueba analogament .

COROLARIO 3: Existe una serie de propiedades derivadas deedatadn que
se deducen inmediatamente y no se adjunta la prueba

> flemao gx-1 = fy (2)
> fx-1 0 fLema= Ox 3)
> 1:x-1 = 1:Leme;l 0 Ox (4)
> gx-l = fLema{1 o fx ©))
> fLemé;1 = gx-l Ofx-1 (6)

Para terminar, es notable resaltar que, despuialigar sobre funciones, reglas
y procesos, ya tenemos todos los mecanismos parrnos liboremente por la
piramide, entre numero verdes, azules y rojos §t@irespectivos ordenes), o
simplemente entre filas y posiciones, la libertaghlena, y es que, en cuanto a
los nimeros verdes especialmente, con toda fagipddemos hacer seis
operaciones:

Pasar de posicion y fila a valor por (2)
Pasar de orden y fila a valor por (1)
Pasar de orden a posicion por (3)
Pasar de valor a posicion y fila por (4)
Pasar de valor a orden y fila por (6)
Pasar de posicién a orden vy fila por (5)

YV VVVYVYY

En cuanto a los demas nameros de colores, ladibé&mimbién es plena, aunque
€s necesario un poco mas de trabajo, pero comaastia a continuacion, es
posible en pocos movimientos.
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EJEMPLO 3: Hallar todas las caracteristicas del niumero 6djb

> Como 644, la fila es par, por lo qpg - pi° = 644.

> ((xy?= X)I2)%- (xy)? = X(y* — 6y +1)/4 = 644,que tiene como Unicas

solucionegx,y) = (4,4) que erp designan la terna6, 30, 34 por lo que se

encuentra en la filda0 — 16 =14.
» Aplicandofi4(n) = 644, n =17.
» Como esta en la fila 19, - p. = 14, que tiene 3 soluciones, las teriia8, 24,

26) ; (16, 30, 34) ; (42, 56, 70por lo que su orden @s

Agui podemos ver una parte de la piramide reducida:

IRHEHENRHR RN RN R UR LR
RO RGRR RN R RN R R
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CONCLUSION

El trabajo termina con esta Ultima aportacion sdoreiones. Hemos podido
investigar con nuestros métodos elementales denmatitas de ESO una
cuestion de teoria algebraica de numeros que hemoentrado interesante e
incluso con alguna sorpresa, como la alineacidmigeeros verdes, azules y
rojos. SE PUEDEN APRECIAR ESAS MAGICAS ALINEACIONEBN EL
ARCHIVO EXCEL DEL TRIANGULO.

En especial nos llamé la atencion desde el priacigs relaciones entre las
diferencias de cuadrados en ternas pitagoricasirg &odos hallamos cada una
de las tres funciones mencionadas. Lo que no sabia@® que, para nuestra
sorpresa estaban tan intimamente relacionadas.

Hemos pretendido hacer llegar estas cuestionesriuaméle una forma directa y
visual, sin perder por ello la rigurosidad mateo®tnecesaria para transmitir

esta investigacion que hemos llevado a cabo dulastdtimos meses.

En conclusién, aqui presentamos nuestro traB4jocGRAN TRIANGULO DE
LAS TERNAS PITAGORICAST...
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papel. El trabajo se completa con los archivos Ededas ternas pitagoricas y
del triangulo.
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C.MENOR C.MAYOR[HIPOTENUSA|
3 4 5
5 12 13
6 8 10
7 24 25
8 15 17
9 12 15
9 40 41

10 24 26
11 60 61
12 16 20
12 35 37
13 84 85
14 48 50
15 20 25
15 36 39
16 30 34
16 63 65
18 24 30
18 80 82
20 21 29
20 48 52
21 28 35
21 72 75
24 32 40
24 45 51
24 70 74
25 60 65
27 36 45
28 96 100
30 40 50
30 72 78
32 60 68
33 44 55
33 56 65
35 84 91
36 48 60
36 77 85
39 52 65
39 80 89
40 42 58
40 75 85
42 56 70
45 60 75
48 55 73
48 64 80
51 68 85
54 72 90
57 76 95
60 63 87
60 80 100
65 72 97

ROJO C.MENOR|C.MAYOR |HIPOTENUSA
| 2

15

5
169
100
625
289
225

1681
676
3721
400
1369
7225
2500
625
1521
1156
4225
900
6724
841
2704
1225
5625
1600
2601
5476
4225
2025
10000
2500
6084
4624
3025
4225
8281
3600
7225
4225
7921
3364
7225
4900
5625
5329
6400
7225
8100
9025
7569
10000
9409
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Esperamos que os guste el trabajo. Un cordial salud
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