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... y girasoles

Y es que la sucesién de Fibonacci aparece con gran frecuencia en la natu-
raleza. Lo de las espirales también ocurre en pifias, flores jy coliflores! Y en
muchos otros fenémenos naturales nos encontramos sorprendentemente con esta
bonita sucesion.

Por cierto, no lo hemos comentado (jel que se lo sepa lo repasal), la sucesién
de Fibonacci es aquella que empieza con 1, 1 y en la que el siguiente término se
obtiene sumando los dos anteriores, esto es: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144... (Recordad el articulo “Turin matematico” de la hoja 8). Si después de
leer todo eso os decimos que miréis a la imagen siguiente,
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seguro que os da por contar las espirales. Y entonces veréis que, mientras el
emblema de la izquierda tiene 13 espirales en ambos sentidos, el de la derecha
tiene 14. El de la izquierda es el logo oficial del ICM 2006 y fue creado precisa-
mente para plasmar esa estrecha relacién entre Matematicas y Naturaleza. El
de la derecha corresponde a los “Proceedings”, unos libros muy gordos donde



vienen las charlas que se dan en el congreso. Estos libros los hace la EMS (Eu-
ropean Mathematical Society) y en lugar de copiarlo, redisenaron el logotipo.
Y es que a veces “copiar es lo mejor” (sélo a veces).

Pues resulta que los “Proceedings” constan de tres tomos, dos de ellos (el
tomo IT y el tomo III) ya fueron entregados en el congreso y contienen las charlas
invitadas. Pero el tomo I, que contiene las charlas plenarias, se entrega después
del congreso. Ahora la duda es si hacerlo con el logotipo erréneo para que los
tres queden igual, o con el correcto. Dificil decisién.

Por cierto, se nos han olvidado unos cuantos espanoles mas, aqui estan mu-
chos de los voluntarios, sin su trabajo el congreso no habria sido posible (dona-
ciones de los voluntarios al niimero de cuenta a nombre de “La hoja volante”
1234 567 89 101112131415):




La conjetura de Poincaré

.Y para qué puede servir entonces la informacién topoldgica? Si hay tantos
objetos iguales no puede ser muy util... ;Eso crees? Saca tu plano del metro.

ame |

En él estan representadas las estaciones y las lineas de metro que las unen.
Pero no es exacto, al menos no es exacto geométricamente o acaso crefas que
las vias eran perfectas lineas rectas y que las estaciones estaban perfectamente
alineadas? Sin embargo, eso no resta utilidad al plano (es mds, si el plano fuera
exacto serfa més dificil de utilizar). ;Por qué? Porque el plano si que es exacto
en cierto sentido, jen sentido topoldgico! Y esa es la tnica informacién que
necesitamos para movernos por el metro, la informacién topoldgica.

Volviendo a la conjetura, en 1960 fue generalizada por S. Smale a todas las
dimensiones y resuelta para dimensiéon mayor o igual que 5, lo que le valié una
medalla Fields. En 1956, J. Milnor habia dado contraejemplos de un problema
muy relacionado para dimensién mayor o igual que 7, lo que le habia valido
otra medalla Fields. En 1982, M. Freedman resolvié el problema analogo en
dimensién 4 (otra medalla) y también en 1982 S. Donaldson resolvié un problema
muy relacionado en dimensién 4 (adivinad qué le dieron; pista: es de oro).
Paradéjicamente, el problema era mucho mas facil en dimensiones mayores.

Pasemos ya al enunciado de la conjetura de Poincaré. Para ello, hay que
tener en cuenta que los espacios bidimensionales son mas faciles de entender que
los tridimensionales, por la sencilla razén de que podemos verlos (los tridimen-
sionales no, como pronto entenderemos). Por ello es muy conveniente trabajar
por analogia e ir de un espacio a otro.

La 2-esfera es una superficie de dimensién 2, es como la céscara de una
naranja (sélo la cdscara, no incluye el interior). También lo es el toro, esto es,
la superficie de un donuts, es decir, la parte naranja - un donuts es blanco por
dentro - (pregunta para la reflexién: json todas las superficies de color naranja?).
O también el toro de 2 agujeros, el de 3... Aqui conviene hacer un comentario.
Las figuras de plastilina que hemos visto antes, tenemos que pensar que son
huecas por dentro si queremos que sean superficies bidimensionales, los mejores
ejemplos serfan un balén (hueco por dentro) y un flotador respectivamente.



Pues bien, se sabe que todas las superficies de dimensién 2 son topoldgicamente
equivalentes (la palabrota adecuada es homeomorfas) a la 2-esfera o al toro
o al toro de 2 agujeros o al de 3 o... FKEstas superficies son bidimensionales
porque (al menos localmente) podemos describir en qué punto de la superficie
estamos dando 2 numeros. Pensemos en la superficie de la Tierra, donde sélo
necesitamos la latitud y la longitud. Cada una de estas superficies, encierra
un objeto tridimensional en el espacio (este si es el objeto de plastilina que
tenfamos: una taza, un vaso, una cucharilla, una bola de billar...) que se llama
cuerpo sélido con asas (solid handlebody). El género de la superficie y del cuerpo
sélido es el nimero de agujeros.

Pasemos ahora a la 3-esfera. Muchos estaréis pensando que quiza la 3-esfera
es una bola rellena, es decir el cuerpo sélido con asas que encierra la 2-esfera.
Pero no es asi. Esa es una intuicién infundada como vamos a ver ahora mismo.
La forma correcta de aproximarse a la 3-esfera es por analogia con la 2-esfera.
El problema es que jno podemos ver la 3-esfera! porque no vive en el espacio
tridimensional, al igual que la 2-esfera no vive en el plano. Sin embargo, la
analogia nos permitird comprender propiedades de la 3-esfera.

., Cémo pensamos en la 2-esfera? Tenemos dos formas de hacerlo. La primera
es mediante la llamada proyeccién estereografica. Consiste en identificar cada
punto de la 2-esfera menos el polo norte con un punto del plano de la siguiente
manera: se pone la esfera encima del plano, se traza la recta que pasa por el
polo norte y por el punto de la 2-esfera y se mira en qué punto corta al plano.
Ese es el punto del plano con el que se identifica. Graficamente, la identificacion
es esta:

Asi, la 2-esfera menos un punto es como el plano. Es como si apoyaramos
la esfera en un papel de regalo y subiéramos los bordes al polo norte para
envolverla, sélo que con un papel infinito y sin llegar al polo norte (que es
el dnico punto que queda sin imagen en el plano). Dicho de otro modo, el
plano més un punto “de infinito” (identificado con el polo norte de la 2-esfera)
es como la 2-esfera. La segunda forma de ver la 2-esfera es uniendo dos discos
planos. Cogemos 2 discos planos, los abombamos y los pegamos por las fronteras
“manteniendo separados los puntos del interior”. Graficamente:



— S

Hagamos ahora lo mismo en dimensiéon 3. Podemos tomar dos bolas tridi-
mensionales sélidas (como dos bolas de billar o de plastilina) y ahora pegamos
sus fronteras manteniendo separados los puntos del interior. ;Facil, verdad?
Sélo que no podemos verlo. .. La otra descripcion de la 3 esfera seria considerar
el espacio euclideo tridimensional mas un punto en infinito que se identificaria
con el “polo norte de la 3-esfera” (lo que eso signifique).

Se sabe que todo espacio tridimensional sin frontera (y acotado) puede repre-
sentarse cogiendo 2 copias de cuerpos sélidos con asas de algin género (ntimero
de agujeros) y pegando sus fronteras enteras. Por cierto, la mayoria de los
ataques a la conjetura se habian basado en este tipo de descomposiciones vy,
como hemos dicho, no tuvieron mucho éxito. Para los cuerpos sélidos de las 2-
esferas s6lo hay una forma de pegarlos, pero en general si pegamos dos cuerpos
podemos hacerlo de varias formas, obteniendo distintos espacios tridimension-
ales.

La motivacién de Poincaré fue seguramente por analogia con la dimensién
2, donde todo se entendia. Estaba buscando una propiedad sencilla que carac-
terizara el espacio tridimensional mas simple, la 3-esfera. ;Qué propiedad era
esa? Volvamos a las superficies.

Si dibujamos cualquier lazo (una curva cerrada simple, esto es, que no se
corta a si misma) en la superficie de la esfera, podemos “encogerlo” hasta con-
vertirlo en un punto:

SASAS

Pero en un toro no siempre puedes hacerlo, por ejemplo los dos siguientes
lazos no se pueden encoger hasta un punto de manera continua.

D ©



Y en el toro de género 2 (un flotador en forma de 8) también podemos
construir estos mismos lazos, que no se pueden encoger hasta un punto. Y en
el de género 3...

Y de hecho se sabe que esto ocurre para cualquier superficie que no sea la
esfera. Es decir, la propiedad de que todo lazo puede encogerse (continuamente)
hasta un punto, caracteriza a la 2-esfera. Ojo, es importante decir “todo lazo”.
Por supuesto, en el toro podemos hacer muchos lazos que si puedan comprimirse
a un punto, pero basta con que exista uno que no pueda encogerse para saber
que no es una 2-esfera.

Igual que para la 2-esfera, todo lazo en la 3-esfera puede contraerse a un
punto. Para comprobarlo basta pensar en la 3-esfera como el espacio méds un
punto de infinito. Como un lazo no puede pasar por todos los puntos de la 3-
esfera, podemos suponer que no pasa por el punto de infinito. Entonces es como
si tuviéramos un lazo en el espacio y eso estd claro que podemos comprimirlo a
un punto.

., Qué pasa con el reciproco? El reciproco es la conjetura de Poincaré: “Si un
espacio tridimensional tiene la propiedad de que todo lazo en ese espacio puede
encogerse a un punto, entonces ese espacio es topolégicamente equivalente a la
3-esfera”.

Intuitivamente: un 3-espacio sin agujeros donde los lazos puedan quedar
enganchados tiene que ser la 3-esfera.

Y eso, que ahora nos parece tan sencillo, es lo que dice la conjetura de
Poincaré. Pero eso solamente es el enunciado. A menudo ocurre en mateméticas
que tras un enunciado sencillo se esconde un problema de muy dificil resolucién.
Esto es lo que ocurre también con la conjetura de Poincaré. Como hemos
dicho, la mayoria de los ataques a la conjetura intentaban usar topologia pero
ninguno habia sido muy fructifero. Mas tarde se pensé en introducir la geometria
diferencial, lo que transformé el problema en un enunciado geométrico con una
conclusién geométrica. Entonces uno podia olvidarse de la topologia y resolver
este nuevo problema. Lo que es fascinante es precisamente que la conjetura de
Poincaré, un problema puramente topoldgico, se ha probado usando ideas de
otros campos de las matemadticas: geometria diferencial, andlisis, ecuaciones en
derivadas parciales. . .

Esto enlaza muy bien con las dltimas palabras de Etienne Ghys en su con-
ferencia plenaria: “Hace unos meses encontré a un no matemaético, un inge-
niero mecanico. Le encanta hacer matematicas y empezamos a trabajar juntos.
Muchas de las imagenes de la presentacién son fruto de este trabajo conjunto.
Quiero agradecerle su colaboracién, pero no sélo eso. Siento que en las ultimas
décadas los matematicos se han metido en multitud de pequenas esferas de-
sconectadas del resto. Y pienso que nuestro deber es conectarlas para enten-
dernos mejor a nosotros mismos. Pero no sélo entre los matematicos. Creo
que el deber de cualquier matemaético, sea del campo que sea, es trabajar duro
para tener contacto con no matematicos. Creo realmente que es una condicion
necesaria para un superviviente y quiero agradecer a este amigo mio que me
lo haya recordado. Para apoyar esta tltima afirmacién, quiero esconderme tras
dos citas de Hilbert en este congreso de hace 106 anos: Una teoria matemdtica
no se puede considerar completa hasta que la hagas tan clara que se la puedas



explicar a la gente de la calle. Y algo que puede ser aquello por lo que me
encantan las matemaéticas: Lo que es claro y se comprende totalmente atrae, lo
complicado repele.”



Demoscene
Informacién adicional

(1) La entropia a la que nos referimos en este articulo no es la que se suele
conocer y que hace referencia a la cantidad de desorden de un sistema, en este
caso usamos el significado que tiene en la Teoria de la Informacién, y que hace
referencia a la cantidad de informaciéon que contiene un mensaje. Nos indica el
limite tedrico para la compresién de datos y se mide en bits.

(2) Los sceners no sélo utilizan las matemadticas para conseguir estos mini-
programas, utilizan avanzadas (y en ocasiones, muy raras) técnicas de com-
presién. Como ejemplo, en la conferencia nos dijeron que las féormulas las
guardan en forma de arbol, de manera que el operador se coloca en la raiz
de cada subéarbol y los operandos se colocan como hijos; de esta forma se con-
sigue una mayor compresion. Por supuesto, estas técnicas son las que provocan
que cuando ejecutéis una demo, ésta no empiece al momento, sino después de
haber descomprimido los datos necesarios.




(3) El hecho de utilizar al méximo la capacidad del ordenador provoca que
en ocasiones la ejecuciéon de una simple aplicacién de 64KB (o menos) saque a
la luz errores de hardware importantes. De hecho, muchos de los efectos que se
utilizan en videojuegos o peliculas nacen de estas aplicaciones.

(4) Esta es la pagina del grupo que ha hecho la demo (donde encontraréis
hasta un juego de 96KB): http://www.theproduct.de y aqui os la podéis descar-
gar directamente

http://www.scene.org/file_dl.php?url=ftp://ftp.scene.org
pub/demos/groups/farb-rausch/fr08_final.zip
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Exposicion: Veo, veo, ;qué ves?

En la sala de exposiciones del Pabellén B, por Herwig Hauser (profesor en
la Universidad de Innsbruck y visitante frecuente de la UAM). Una exposicién
sobre superficies algebraicas que no podéis perderos (del 6 al 17 de noviembre
de 12 de la manana a 5 de la tarde).

Esta exposicion presenta una coleccion de figuras geométricas que aparecen
en las investigaciones de la disciplina matemética clasica llamada Geometria
Algebraica. Esta se propone estudiar ecuaciones algebraicas como z? +y? 422 =
1o y?+ 2% = 2* + 2222, Tales ecuaciones surgen en muchas circunstancias
en matematicas, informatica, fisica, ingenieria y en contextos industriales. Su
perfecta comprensién es crucial en los problemas respectivos.

. Qué significa resolver una ecuacién? Esto requiere un minuto de expli-
cacién. Recordemos que un punto en el espacio viene dado por sus tres coor-
denadas x, y, z. Estos tres nimeros representan la ubicaciéon del punto con
respecto a un punto origen, como una lampara en un cuarto viene localizada
por sus tres distancias a las paredes y al suelo.

Elegimos un punto, por ejemplo el punto P con coordenadas (3,-1,2). En la
ecuacion dada, podemos sustituir las variables x, y, z por los tres niimeros y
verificar si se da la igualdad. En nuestra segunda ecuacién, y? + 22 = 2% 4+ 2222,
la expresién de la izquierda nos da (—1)2 + 2% = 1 +8 = 9. La expresién de
la. derecha nos da 2% 4+ 3222 = 16 + 9 x 4 = 16 + 36 = 52. Concluimos que las
dos expresiones no coinciden al sustituir los nimeros. Se dice que el punto P
no satisface la ecuacién o que no es solucién de la ecuacion.

Otros puntos si satisfacen la ecuacién, por ejemplo los puntos (1,1,1) o
(—1,2v/3,2), como se verifica inmediatamente, salvo errores de calculo. De
estos puntos solucién, de hecho, hay muchos, aunque no todos los puntos del
espacio son solucién de la ecuacién, como vimos antes.
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Poniéndose en el espacio de tres dimensiones —es el espacio donde vivimos—
podemos, al menos tedricamente, pegar una pequeiifsima bola de cola (es decir,
una cola-bola) en todos los puntos solucién de la ecuacién. Alisando un poco
esta montana de bolitas, el objeto que obtendremos es una superficie como un
panuelo o una capa de nieve. Se llama la superficie algebraica asociada a la
ecuacion.

Ejemplos son la superficie de una esfera o de un salvavidas o de un cono.
Son también soluciones de ecuaciones algebraicas.

Ahora empieza el juego: jqué figura sale al escoger tal o cual ecuacién? E,
inversamente, ;como elegir la ecuacién para obtener tal o cual figura?

En la exposicion se ven algunos protagonistas de este juego (que, obviamente,
no sélo es un juego, tiene importantes implicaciones en muchos campos). Se
indica junto al dibujo la ecuacién que lo define (salvo en casos muy complicados,
donde la ecuacién es tan larga que no cabria en el cuadro).

Como las ecuaciones algebraicas presentan a menudo el nicleo de un prob-
lema dificil, es trascendente comprender bien las formas geométricas que pueden
ocurrir en las superficies asociadas.

with my little m;t*1

{Qué ves?

Pasense por la exposicién e intenten describir las muchas facetas que animan
estas superficies. jQué ves? Se ven colinas, valles, cortes, picos, intersecciones,
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cuspides, agujeros, aristas, cantos y muchas cosas maés, en diversas configura-
ciones y combinaciones.

Dos caracteristicas se observan inmediatamente. Las figuras son bastante
sencillas y naturales (porque las ecuaciones son las més sencillas). Esparcen una
belleza reconcentrada. Y en algunos puntos la superficie no es tan agradable al
tacto: pincha. Al tocarla podriamos cortarnos, o no es cémoda para sentarse
encima. Estos puntos, que se llaman las singularidades de la superficie, son los
lugares donde la superficie no es lisa como el “pompis” de un bebé o una duna
de arena en la playa. Son los puntos mas interesantes, porque corresponden,
en el problema matemético que hay detrés, a las rupturas, a los saltos y, en el
extremo, a las catastrofes. Lo que vemos sélo es la visualizacién de un fenémeno
més profundo algebraico y analitico, la no diferenciabilidad de una funcién en
un punto.

Esto debe bastar para dar al espectador una idea del fondo tedrico de los
cuadros de la exposicién. La geometria algebraica intenta aclarar, con métodos
muy potentes y sofisticados, los muchos misterios que se esconden dentro de
tales ecuaciones y figuras.

Algunas palabras sobre los autores y el modo de produccién de los
dibujos:

Somos un grupo de matematicos en la Universidad de Innsbruck, situado en
la provincia montanosa del Tirol, en Austria. La idea de producir estos cuadros
se nos ocurri6é durante nuestras investigaciones en geometria algebraica al enter-
arnos de que muchos matematicos se quedaban sorprendidos cuando veian qué
pinta tenfan las superficies sobre las cuales estaban trabajando tedricamente
desde hacia mucho tiempo.

Los dibujos en cuestiéon se produjeron con el programa POV-Ray, que se
puede obtener gratuitamente en la red (no es nuestro programa). Es un pro-
grama que emite un rayo virtual desde una posicién fija (la cdmara) y lo interseca
con la superficie. Se toma nota del punto (o de los puntos) de interseccién y se
pasa al siguiente rayo. Asi, el programa reconstruye una cantidad enorme de
puntos en la superficie que, después, permite visualizar el objeto con sus colores,
curvaturas, sombras y reflejos.

Nuestra (modesta) contribucién es la seleccién de la posicién de la cdmara,
de las luces, de la textura y de algunos pardmetros mds (la transparencia, el
borde, los dngulos, el ambiente...). Parece simple, pero en general requiere
mucho tiempo para llegar a un dibujo satisfactorio.

Si quieren saber mas o pedir reproducciones de los dibujos, entren en con-
tacto con nosotros dirigiéndose por favor a la pagina web. Gracias por su
atencion.

Herwig Hauser

Institut fiir Mathematik
Universitdat Innsbruck, Austria
(+43) 699 1 444 444 6
herwig.hauserQuibk.ac.at
www.hh.hauser.cc
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Poésters de la feria “Madrid por la Ciencia”

Aqui se pueden ver los pésters que se exhibirdn en el quiosco en exclusiva.
De nada.

e Matematicas en la Antartida: estudiando el Cambio Climatico
por Ana Justel.

e Rosquillas, discos y el mundo hiperbdlico por Ernesto Girondo y
Gabino Gonzélez.

e 4 grandes teoremas del siglo XX, Adolfo Quirds.

e Tratamiento matematico de las imagenes, Eugenio Hernandez, con
la colaboracién de M® Teresa Carrillo y Daniel Vera.

e Las Matematicas al servicio del diseno de aviones, Carlos Castro,
Carlos Lozano, Francisco Palacios y Enrique Zuazua.

e Las Matematicas de los fluidos: torbellinos, gotas y olas, A.
Cérdoba, D.Cérdoba y M. A. Fontelos.

e Los grandes retos matematicos del siglo XXI, Eugenio Hernandez.

e Los ntimeros primos', Carlos Vinuesa.

ITambién contaremos con el péster del primo més grande que se conoce pero no podemos
ponerlo aqui porque se veria todo gris (el original hay que mirarlo con lupa).
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UNIVERSIDAD AUTONOMA
DE MADRID

Carlos Castro YPM, Carlos Lozano NTA, Francisco Palacios NTA, Enrique Zuazua UAM

El Departamento de Matematicas de la UAM investiga nuevas aplicaciones de la Teoria de Control al
disefio aerodinamico de los aviones.

Las Matematicas al servicio del diseiio de aviones

En colaboracion con el Instituto Nacional de Técnica Aeroespacial
(INTA), la empresa Airbus-Espaiia y la Universidad Politécnica de
Madrid (UPM), la Universidad Auténoma de Madrid participa en
el desarrollo matematico de software aplicado que se empleara en

Interés de la investigacion

La aplicacién de técnicas clasicas
de optimizacion en el disefio de
perfiles aerodinamicos requiere un
enorme coste computacional. Esto
es debido fundamentalmente a dos
factores:

1. La complejidad de las ecuaciones
que modelizan el aire alrededor de
la aeronave.

2. La gran variedad de perfiles
aerodinamicos existentes entre los
que habria que optimizar, si se
desean abordar problemas rele-
vantes.

La aplicacibn de la Teoria del
Control reduce significativamente el
coste computacional para este tipo
de problemas. La colaboracién de
instituciones académicas y, en con-
creto, la aportacion del Departa-
mento de Matematicas de la UAM
estd permitiendo una mayor com-
prension de las dificultades mate-
maticas y numéricas que repercute
en una mayor eficacia de los
codigos numericos desarrollados.

Problema de disefio

Para disefiar la forma superficial de
las aeronaves o sus componentes
se deben definir:

1. Las variables de disefio o
perfiles (aspectos de la geometria
que son modificables).

2. Las ecuaciones diferenciales
que modelizan el comportamiento
del aire alrededor de la aeronave
(ecuaciones de Euler o Navier-
Stokes).

3. La funcidén coste que queremos .2
optimizar y que dependera tanto de

la geometria, como de las variables
fisicas: presién, velocidad y energia
del aire. Las funciones coste mas
habituales son la resistencia al aire
de una aeronave y la sustentacion
que produce el ala.

¢Dénde esta la dificultad?

Los meétodos mas eficaces de optimi-
zacion estan basados en el uso del
gradiente de la funcion coste. Su
calculo precisa, en principio, derivar la
funcidbn coste tantas veces como
variables utilicemos en el disefio.

Por ejemplo, sea S una geometria que
queremos optimizar mediante unas
deformaciones dadas por los perfiles
{o,, 0.0}, Para cada peffil ¢, la
nueva geometria se obtiene a partir de
S desplazando sus puntos segun el
campo de vectores ¢;. El célculo del
gradiente requiere |la derivada J(S)(¢;)
para cada /. La forma mas sencilla de
abordar el calculo numerico de estas
derivadas es el conocido método de
diferencias finitas. Se trata de un

La geometria de un ala & se modifica segun el perfil «
para obtener la derivada de la funcién coste en la
direccion del perfil

J(S)(a)=(J(S+ta)-J(S))It, t<1

proceso muy costoso ya que se debe
evaluar la funcién coste J(S) con y sin
variacion de la variable geométrica.
Esto supone resolver dos veces las
ecuaciones que modelizan el flujo de
aire. En un problema real, cada una
de estas derivadas necesita
aproximadamente 48 horas de
calculo. El empleo de cientos de
variables de disefio, como exige la
aeronautica actual, supone un calculo
impracticable.

el disefio de perfiles aerodinamicos en los proximos afos. Esta
colaboracion se realiza en el marco del proyecto DOMINO
financiado por el MEC (Ref. CIT-3702002005-10)

Teoria del Control

Una solucién a este problema de tiempo
para calcular el gradiente la proporciona
la Teoria del Control. Se trata de un
método de dualidad que permite deter-
minar el gradiente resolviendo la lla-
mada ecuacién adjunta una Unica vez.

Proceso de optimizacion

1. Funciones coste: habitualmente se
definen sobre la superficie que se
optimiza:

J=[j(U)ds, donde
s

S = geometria que vamos a optimizar
U = (p pu,pv,pE) = variables de flujo

Las variables de flujo U requieren la
solucion de las ecuaciones del aire en
el exterior de la aeronave.

OF, /ox+0F, /gy =0 en Q, donde

pu ov
u’ +P uv
E.= i g B 92
puv pvo+P
puH pvH
un,+vn,=0 sobre S

| ((— |
Ecuaciones de Euler y distribucién de densidades del

aire alrededor de un perfil aerodinadmico con onda de
choque

2. Se definen las variables de disefio
sobre la frontera S: {a,02, ..., an}.

3. Optimizacién: Los métodos de
gradiente habituales son métodos
iterativos que requieren el calculo del
gradiente en cada iteraciéon. Este se
calcula aplicando la Teoria del Control:

a. Variacion del funcional
S8J= jj(u)ds +_[(aj/aU)5Uds
a5

=

Varigcion Geormeétrica Variacion de Flujo

b. Variacién geométrica
IQISJ(U)ds:j[aH (J(V))-xj(U)](a-n)ds

& s
donde n representa la hormal a Sy xsu
curvatura.

c. Variacibn &U, que se obtiene
gracias al problema adjunto.
3
?:(\Pw Y, ¥ lPa)
Al(o¥1ox)+ A (0%/dy)=0en Q
A,=0F /aU, A, =@F,/aU

n\W, + ny\PS‘S =n,/C,, para resistencia

La expresion final viene dada por

B J;[an(f(u))‘Kf(U)](a-n)ds—leq

Iy = [(P TP (U, TV, )+ pHE, ) (@ n)ds

&

Se observa que, una vez calculadas
las variables adjuntas, la derivada
segln cada perfil o se obtiene
simplemente evaluando esta
expresion integral con a=¢. No es
necesario evaluar la funcion coste
para cada perfil ¢z, como en el caso
de las diferencias finitas.

R PR P

Sensibilidad del funcional

Redisefio de un perfil
aerodinamico RAE 2822

de la superficie

Investigacién en desarrollo

1. Busqueda de algoritmos numeé-
ricos eficaces para la resolucion de
las ecuaciones adjuntas.

2. Analisis del proceso de optimi-
zacion en presencia de ondas de
choque. Una onda de choque
introduce una discontinuidad en las
variables que obliga a tener un
cuidado especial en el calculo de las
variaciones del funcional y las ecua-
ciones de las variables adjuntas.

3. Avanzar en el conocimiento y
aplicacion de las ecuaciones adjun-
tas al calculo de sensibilidades de
funcionales de interés aeronautico.

4. Desarrollar otros métodos mate-
maticos de optimizacion: uso de
derivadas topolégicas, level sets,
homogeneizacion, multiobjetivo, al-
goritmos genéticos, etc.

w Departamento de Matematicas http://www.uam.es/departamentos/ciencias/matematicas/

resistencia ante la modificacién



Las matematicas de los fluidos: torbellinos, gotas y olas
A. Cordoba', D. Cordoba?, M. A. Fontelos!

1 Departamento de Matematicas, Universidad Auténoma de Madrid
2 Departamento de Matematicas, Instituto de Matematicas y Fisica Fundamental, CSIC

La mecanica de fluidos es un campo excepcionalmente amplio que abarca tres estados de la materia (liquido, gas y
plasma). Las situaciones fisicas en las gque interviene un fluido son numerosas y la dindamica del mismo puede
depender de factores tales como la temperatura, la gravedad o la presencia de un campo magnético, sienda el estudio
de su mecanica un tema central en Fisica e Ingenieria.

2. TORBELLINOS

El complejo movimiento de los fluidos ha inspirado a cientificos y artistas de

todos los tiempos, quienes han tratado de comprender las complejidades de la A menudo los fluidos desarrollan estructuras en forma de torbellinos,
turbulencia. Segun el premio Nobel de Fisica Richard Feynman, también conocidos como vértices, que son capaces de concentrar una
se trata del problema abierto mas importante de la fisica clasica. gran cantidad de energia en una pequefia region del espacio y tener

una gran capacidad destructiva. Estos vortices pueden subsistir por largos
periodos de tiempo y desplazarse en el espacio como hacen los tornados.

Huracanes y tornados

i 1 = ,
waryn, (i te pm{t:l":l’.. . " . 3. GOTAS

o i i (g el

- W4y et vy yaSpriyres [ o [ =

(Por qué son las gotas esféricas?.Larazén esta en la tendencia de
"Observad el movimiento de la superficie del agua, que Hiroshige (1797-1858) su superficie a ocupar la minima area posible, que da
se asemeja al del cabello, que tiene dos movimientos, de ] lugar a fenémenos interesantes de cambio de topologia.

los cuales uno es causado por el por su propio peso, el Mar agitado en Naruto y, ejemplo es un chorro de agua que se rompe en un conjunto de fragmentos

otro por la direccion de los remolinos; por tanto el agua disconexos (gotas).

tiene movimientos rotatorios, una parte de los cuales se

debe a la corriente principal, ¥ la otra a un movimiento
inverso y aleatorio.* Leonardo da Vinci 1510

1. LAS ECUACIONES DE EULER Y NAVIER-STOKES

El analisis matematico de los fluidos es muy dificil y tiene abiertos muchos
prablemas fundamentales. Al contrario de lo que ocurre con otras teorias
clasicas como la electromagnética o cuantica, descritas por ecuaciones en
derivadas parciales lineales (las de Maxwell y Schrodinger respectivamente), el
movimiento de los fluidos obedece a unas ecuaciones que no son lineales: Las
ecuaciones de Eulery de Navier-Stokes.

Para un fluido incompresible y de densidad 1 el sistema de Navier-Stokes

expresa la segunda ley de Newton (Ui son las componentes de la velocidad): Impacto de una gota

Aceleracion Gradiente de Rozamiento Fuerzas externas Desprendimiento de una gota
x presion ViSCOS0 ‘ (_?,1‘avedad, Coriolis,...) 4. ONDAS: OLAS
) /
O, du dp N 4 , _ ¢, Qué son las olas? Son soluciones en forma de onda para las
ot + Z Uy O, = _F + vAu; + fi, i=1..,n ecuaciones de Navier-Stokes o Euler, analogas a las que se
1=j<n 4 ! obtienen en las ecuaciones del electromagnetismo
) Die; — (ondas de radio o de television). Estas ondas pueden tener
divu := Z Or = (0 | Incompresibilidad longitudes del orden de centimetros, como son las llamadas
1<i<n = ondas capilares, o del orden de kilometros,

como son los tristemente célebres tsunamis. También pueden
aparecer, bajo ciertas circunstancias, en el tipo de nubes que
muestra la figura.

En ausencia de rozamiento viscosos el sistema fue deducido por L. Euler

L. Euler (1707-1783) C. Navier (1785-1836) y G. Stokes (1819-1903)

Nubes onduladas Ondas en un tanque de agua

REFERENCIAS
[1] D. Cordoba, M. A. Fontelos, J. L. Rodrigo, Las matematicas de los fluidos: torbellinos gotas y olas. Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espaiiola, Vol. 8.3 (2005)

[2] A. Cordoba, D. Cérdoba, M. A. Fontelos, Formation of singularities for a transport equation with nonlocal velocity, Ann. of Math. 162-3 (2005), 1375-1387.
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El 8 de agosto del afio 1900, el matematico
alemén David Hilbert pronuncié un famoso
discurso  en el  sequndo  Congreso
Internacional de Matematicos, celebrado en
Paris, en el que describid los grandes retos de
la matematica en el siglo XX. Durante la
Reunion del Milenio celebrada el 24 de mayo
del afio 2000 en el College de France,
Timothy Gowers (University of Cambridge)
presentd una conferencia titulada La
importancia de las Matemdticas, a la vez que
John Tate (Harvard University) y Michael
Atiyah (University of Edimburgh) hablaron
sobre los grandes retos de las matematicas del
siglo XXI,

¥

David Hilbert

El Comité Cientifico del Clay Mathematics
Institute de Cambridge, Massachussets,
(CMI) seleccioné 7 problemas gque han
resistido el ataque de los matemdticos a
través de los afios. El Comité de Direccién
del CMI anuncié un premio de 1 millén de
délares a quién encontrara la solucién de uno

de estos problemas. Para poder recibir el
premio, la solucién al problema debe haber
sido publicada en una revista matemdtica y
haber pasado al menos dos afios desde su
fecha de publicacién.

La hipdtesis de Riemann

Los nameros primos, aquellos que solo tienen como
factores ¢l mismo y la unidad, juegan un papel
importante tanto en la matematica pura como en las

’ Las ecuaciones de Navier-Stokes

| |

La conjetura de Hodge

Las ondas aparecen al paso de un bote que se desliza en un lago y en las corrientes
de aire turbulento que se originan al paso de un avién. Los matemiticos y los
fisicos creen que para explicar por qué se generan estas ondas es necesario
entender las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes. A pesar de que estas
ecuaciones se conocen desde el siglo XIX, nuestro conocimiento sobre sus
soluciones es pequeio.

Elreto es
encontrar una
teoria matemdtica
que desvele los
secretos que tienen
escondidos las
ecuaciones de
Navier-Stokes.

Flujo bidimensional alrededor de un ala

| La conjetura de Poincaré

Si estiramos una goma elastica alrededor de la superficie de una manzana podemos
reducirla a un punto moviéndola lentamente, sin romperla y sin que deje de tocar la
superficie. Por otro lado, si la misma goma elastica se ha colocado alrededor de la
supaflcie de un dmuts de manera adecuada, no hay manera de reducirla a un

Hace més de cien ailos que H. Poincaré sabia que

En el siglo XX los matematicos descubrieron muchas
maneras de investigar las formas de objetos
complicados. La idea bésica es considerar si es posible
aproximar la forma de un objeto pegando ladrillos
geomeétricos elementales de dimension creciente. Esta
técnica resultd ser tan util que se ha generalizado de
muchas maneras, permitiendo a los matematicos
realizar grandes progresos para catalogar todas las
variedades de objetos que aparecen en sus
investigaciones. Desafortunadamente, los origenes
geométricos de este procedimiento se han perdido al
hacer estas generalizaciones. Se puede decir que era
necesario afiadir ladrillos que no tenian una clara
interpretacion geomeétrica.

La conjetura de Hodge dice que para ciertos tipos de
espacios, llamados variedades proyectivas algebraicas,
algunos ladrillos que las componen, los llamados ciclos de
Hodge, son de hecho combinaciones de ladrillos geométricos
llamados ciclos algebraicos.

SV 5 caracteriza esencialmente por la pro; de que es mplemén conexa.
aplicaciones de las matematicas. La forma en que se iy b At ic

distribuyen los nimeros primos entre todos los
nﬁme:bs naturales no sigue una forma determinada.

bargo el m“’ alemin GF.B. Riemann Poincaré hizo la misma pregunta para

esferas de tres dimensiones, el conjunto
de puntos en un espacio de cuatro
dimensiones cuya distancia al origen es |
una unidad. Esta pregunta ha resultado
ser muy dificil y los matemdticos han
estado luchando con ella desde
entonces.

La teoria de Yang-Mills

Las leyes de la mecanica cuantica rigen el mundo de las particulas elementales,
de la misma manera que las leyes de Newton de la mecanica clasica rigen el
mundo macroscopico. Hace casi un siglo que Yang y Mills presentaron un
nuevo marco para describir las particulas elementales usando estructuras que
solo aparecen en geometria. La teoria cuantica de Yang y Mills es actualmente
la base de la teorfa de particulas elementales, y sus predicciones se han
comprobado de manera experimental en laboratorios, pero sus fundamentos
matematicos permanecen oscuros. El éxito de la teoria de Yang-Mills para
describir las interaciones fuertes entre particulas elementales depende de una
sutil propiedad de la mecanica cudntica llamada el salto de masa: las particulas
cudnticas tiene masa positiva, aunque las ondas clasicas viajan a la velocidad de
la luz. Esta propiedad ha sido descubierta por los fisicos de manera
experimental y confirmada mediante simulaciones en ordenador, pero aun 1o se
comprende desde un punto de vista teérico.

cm‘ml;ejé.r.

Henri Poincaré

Plano Complejo

La hipotesis de Riemann
asegura que todas las
soluciones interesantes
de la ecuacion {(s) = 0
estan en la linea vertical
Real(s)=1/2.

Ceros triviales en -2, 4, No hay ceros

Una esfera bidimensional
en un espacio de tres
dimensiones estci hecha de
piezas bidimensionales
pegadas

La conjetura ha sido demostrada para las primeras
demostracion de la hipotesis de Rieman iluminara muich
aun rodean a los niimeros primos. Vortices en la teoria de

Yang-Mills

Cualquier progreso que
El problema P contra NP se haga para dar

solidez matemdtica a

la teorfa de Yang-Mills

requerird

descubrimiento

nuevas

fundamentales

= 0548514656108 65404177077 18316357 504580675 13336811820 para la Fisica como
para la Matemdtica.

(x+iy) en una region que . 4 .
contiene a fa recta x=1/2 con Supougamos que dosciento: olicitan vivir en los

~10 <y <80. Obsérvese la res aria. Para complicar el asunto, las autoridad

naturaleza cadtica de los pubhmdo una lista de par: e]: idiantes incompatib iden que la li

ceros en x=1/2 no tenga ninguna de jas. El nmimero total de formas de elegir cien
estudiantes de entre los do; olicitante:

200
001 = 1001

Si el mimero de es

elegir cien estudiantes le euuel cu'auoclemo

La conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer
La descripcion oficial de estos problemas puede encontrarse
en:

Desde la Antigna Grecia, el problema de describir las soluciones enteras de

ecuaciones de la forma x? + y? = 72 ha fascinado a los matematicos. Una

solucion en mimeros enteros de esta ecuacion es x=3, y=4, z=5. Euclides

describio todas las soluciones enteras de esta ecuacion. Para ecuaciones mas A\(lem% al d“l)llml el nimero de
complicadas este problema es mucho més dificil. En 1970, Yu. V. solici a cantidad de tomm de elegir cien estudiantes crece enormemente; de
Matiyasevich demostré que el problema décimo de Hilbert es irresoluble, es hecho, el cociente entre las dos cantidades anteriore:

decir no hay ningiin método general para determinar las soluciones enteras de

tales ecuaciones. Pero algo puede decirse en casos especiales. Cuando las

soluciones son los puntos de una variedad abeliana, la conjetura de Birch y

Swinnerton-Dyer afirma que el tamafio del grupo de los puntos racionales

estd relacionado con el comportamiento de la funcién zeta {(s) cerca del Este es un ejemplo de lo que los informaticos llama un problema NP (no

punto s=1. polinémico). No habra manera de resolver el problema mirando cada una de 11\ . % !
posibles it (| ittie Solici . Las ecuaciones de Navier-Stokes: Charles Fefferman (Princeton

WANTEB: ;-nb go; University)

The Birch and determinar si e: puede comprobar rapidamente,
Swinnerton-Dyer/ pero que requieren muchisimo tiempo hacen por un procedimiento directo.
Problemas como el descrito anteriormente parecen ste tipo, pero hasta

ahora nadie ha podido demostrar que no son tan dificiles como parecen.

www.claymath.org

. Hipdtesis de Riemann: Enrico Bombieri (Institute for Advanced
Studies, Princeton.

. La conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer: Andrew Wiles
(Princeton University)

En  particular, esta
conjetura afirma que si
{(1) = 0, existen una
cantidad  infinita  de
puntos racionales
(soluciones) 'y, reci-
procamente, si {(1) no es

problemas de programacion es

. La conjetura de Poincaré: John Milnor (State University of
NewYork at Stony Brook)

. El problema P contra NP: Stephen Cook (University of Toronto)

. La conjetura de Hodge: Pierre Deligne (Institute for Advanced

Stephen  Cook y Leonid Levin formularon el  problema Studies, Princetor)

igual @ 0, entonces solo
hay una cantidad finita
de tales puntos.

independientemente en 1971: ver si existen soluciones P (es decir,
fdciles de encontrar) de problemas que parecen ser NP (es decir, que se
pueden escribir todas las soluciones pero se tardarfa muchisimo
tiempo).

7. La teoria de Yang-Mills: Arthur Jaffe (Harvard University) y
Edward Witten (California Institute of Technology)




LOS NUMEROS PRIMOS

2. {€OMO SE CALCULAN?

Los antiguos griegos ya sabian que existen
infinitos numeros primos; Euclides lo probé
en torno al afio 300 a. C. Para saber cuales
soh los humeros primos hasta cierta
cantidad, podemos recurrir al método
conocido como ‘criba de Eratéstenes”,
también griego (jlo que sabian estos

T P ‘ £ 2 griegos!). ¢Y eso qué es? ;Echar los f qQ (;p
Un ntmero primo es un nimero natural mayor que 1 que sélo es divisible por si nimeros a un colador y esperar a que
mismo y por 1. ¢Y eso qué quiere decir? Bueno, pues que si colocamos los caigan los que no son primos? Algo

ba_mb,o’nea en un rectangulo, la Unica posibilidad es hacer una fila. Por eso 3 es parecido. La criba consiste en lo siguiente:
primo, porque solo se puede poner como una fila, y 6 no es primo, porque se puede
poner como un rectangulo. e Se escriben los nimeros desde el 2 en adelante. Se rodea el 2 (es primo)

o~ o~ y a continuacién se tachan todos los nimeros que sean mliltiplos de 2, asi:
@‘ﬁﬁ; é% ‘@ @3 X5 K7 X 9
@zr Q @ 11 3R 13 >4 15 D€ 17 2& 19 28
3 es primo
21 2 23 24 25 2€ 27 28 29 34

e Se rodea el primer nimero que haya sobrevivido, en este caso el 3 (es
primo) y a continuacién se tachan todos los nimeros que sean multiplos de 3:

@@ X 5 X 7 XK X
11 P2 13 4 5 D€ 17 1€ 19 28
24 2¢ 23 24 25 26 27 28 29 3¢

B By
s
(803

6 no es primo

e Se sigue rodeando el primer numero que haya sobrevivido y tachando
todos sus multiplos. Al final quedaran rodeados sélo los nimeros primos.

@QOXGE® XD R Ax
@D v @3) P4 28 D@D @ 2«
2 22.(23) 24 28 2€ 2% 2829 34

que se emplaan en este ﬁp@ de asuntos no tienen
millones de cifras, sino solo del orden de cientos de
cifras, con ello basta para que el sistema sea
seguro. En cualquier caso quien no se haya dejado
convencer por todos estos argumentos, deberia

traba Jan con el algontmcz descrlto de Lucas—Lehmer EI ntmero en cuestion es

Man = 230.402457 _ 4 saber que la "Electronic Frontier Foundation' ofrece

30402457 jun premio de 100.000 délares! al primero que

y tiene 9.152.052 cifras. No es de extrafiar que se necesite una lupa para poder leer encuentre un numero primo de 10 millones de cifras
el poster en el que aparece su expresion decimal. /A qué esperas? jEchale un ojo! <Convencido de la utilidad de los primos grandes?

XVif Escuela ana de Mateméticas. Algoritmos inistas de Primalidad. Pedro Benizbeitia. » Los ¢odigos secretos. Simon Singh. Debate editorial. « The Great Infemet Mersenne Prime Search Page: hitp:/fwww.mersenne org/.




