


... y girasoles

Y es que la sucesión de Fibonacci aparece con gran frecuencia en la natu-
raleza. Lo de las espirales también ocurre en piñas, flores ¡y coliflores! Y en
muchos otros fenómenos naturales nos encontramos sorprendentemente con esta
bonita sucesión.

Por cierto, no lo hemos comentado (¡el que se lo sepa lo repasa!), la sucesión
de Fibonacci es aquella que empieza con 1, 1 y en la que el siguiente término se
obtiene sumando los dos anteriores, esto es: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144. . . (Recordad el art́ıculo “Tuŕın matemático” de la hoja 8). Si después de
leer todo eso os decimos que miréis a la imagen siguiente,

seguro que os da por contar las espirales. Y entonces veréis que, mientras el
emblema de la izquierda tiene 13 espirales en ambos sentidos, el de la derecha
tiene 14. El de la izquierda es el logo oficial del ICM 2006 y fue creado precisa-
mente para plasmar esa estrecha relación entre Matemáticas y Naturaleza. El
de la derecha corresponde a los “Proceedings”, unos libros muy gordos donde
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vienen las charlas que se dan en el congreso. Estos libros los hace la EMS (Eu-
ropean Mathematical Society) y en lugar de copiarlo, rediseñaron el logotipo.
Y es que a veces “copiar es lo mejor” (sólo a veces).

Pues resulta que los “Proceedings” constan de tres tomos, dos de ellos (el
tomo II y el tomo III) ya fueron entregados en el congreso y contienen las charlas
invitadas. Pero el tomo I, que contiene las charlas plenarias, se entrega después
del congreso. Ahora la duda es si hacerlo con el logotipo erróneo para que los
tres queden igual, o con el correcto. Dif́ıcil decisión.

Por cierto, se nos han olvidado unos cuantos españoles más, aqúı están mu-
chos de los voluntarios, sin su trabajo el congreso no habŕıa sido posible (dona-
ciones de los voluntarios al número de cuenta a nombre de “La hoja volante”
1234 567 89 101112131415):
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La conjetura de Poincaré
¿Y para qué puede servir entonces la información topológica? Si hay tantos

objetos iguales no puede ser muy útil... ¿Eso crees? Saca tu plano del metro.

En él están representadas las estaciones y las ĺıneas de metro que las unen.
Pero no es exacto, al menos no es exacto geométricamente ¿o acaso créıas que
las v́ıas eran perfectas ĺıneas rectas y que las estaciones estaban perfectamente
alineadas? Sin embargo, eso no resta utilidad al plano (es más, si el plano fuera
exacto seŕıa más dif́ıcil de utilizar). ¿Por qué? Porque el plano śı que es exacto
en cierto sentido, ¡en sentido topológico! Y esa es la única información que
necesitamos para movernos por el metro, la información topológica.

Volviendo a la conjetura, en 1960 fue generalizada por S. Smale a todas las
dimensiones y resuelta para dimensión mayor o igual que 5, lo que le valió una
medalla Fields. En 1956, J. Milnor hab́ıa dado contraejemplos de un problema
muy relacionado para dimensión mayor o igual que 7, lo que le hab́ıa valido
otra medalla Fields. En 1982, M. Freedman resolvió el problema análogo en
dimensión 4 (otra medalla) y también en 1982 S. Donaldson resolvió un problema
muy relacionado en dimensión 4 (adivinad qué le dieron; pista: es de oro).
Paradójicamente, el problema era mucho más fácil en dimensiones mayores.

Pasemos ya al enunciado de la conjetura de Poincaré. Para ello, hay que
tener en cuenta que los espacios bidimensionales son más fáciles de entender que
los tridimensionales, por la sencilla razón de que podemos verlos (los tridimen-
sionales no, como pronto entenderemos). Por ello es muy conveniente trabajar
por analoǵıa e ir de un espacio a otro.

La 2-esfera es una superficie de dimensión 2, es como la cáscara de una
naranja (sólo la cáscara, no incluye el interior). También lo es el toro, esto es,
la superficie de un donuts, es decir, la parte naranja - un donuts es blanco por
dentro - (pregunta para la reflexión: ¿son todas las superficies de color naranja?).
O también el toro de 2 agujeros, el de 3. . . Aqúı conviene hacer un comentario.
Las figuras de plastilina que hemos visto antes, tenemos que pensar que son
huecas por dentro si queremos que sean superficies bidimensionales, los mejores
ejemplos seŕıan un balón (hueco por dentro) y un flotador respectivamente.
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Pues bien, se sabe que todas las superficies de dimensión 2 son topológicamente
equivalentes (la palabrota adecuada es homeomorfas) a la 2-esfera o al toro
o al toro de 2 agujeros o al de 3 o. . . Estas superficies son bidimensionales
porque (al menos localmente) podemos describir en qué punto de la superficie
estamos dando 2 números. Pensemos en la superficie de la Tierra, donde sólo
necesitamos la latitud y la longitud. Cada una de estas superficies, encierra
un objeto tridimensional en el espacio (este śı es el objeto de plastilina que
teńıamos: una taza, un vaso, una cucharilla, una bola de billar...) que se llama
cuerpo sólido con asas (solid handlebody). El género de la superficie y del cuerpo
sólido es el número de agujeros.

Pasemos ahora a la 3-esfera. Muchos estaréis pensando que quizá la 3-esfera
es una bola rellena, es decir el cuerpo sólido con asas que encierra la 2-esfera.
Pero no es aśı. Esa es una intuición infundada como vamos a ver ahora mismo.
La forma correcta de aproximarse a la 3-esfera es por analoǵıa con la 2-esfera.
El problema es que ¡no podemos ver la 3-esfera! porque no vive en el espacio
tridimensional, al igual que la 2-esfera no vive en el plano. Sin embargo, la
analoǵıa nos permitirá comprender propiedades de la 3-esfera.

¿Cómo pensamos en la 2-esfera? Tenemos dos formas de hacerlo. La primera
es mediante la llamada proyección estereográfica. Consiste en identificar cada
punto de la 2-esfera menos el polo norte con un punto del plano de la siguiente
manera: se pone la esfera encima del plano, se traza la recta que pasa por el
polo norte y por el punto de la 2-esfera y se mira en qué punto corta al plano.
Ése es el punto del plano con el que se identifica. Gráficamente, la identificación
es esta:

Aśı, la 2-esfera menos un punto es como el plano. Es como si apoyáramos
la esfera en un papel de regalo y subiéramos los bordes al polo norte para
envolverla, sólo que con un papel infinito y sin llegar al polo norte (que es
el único punto que queda sin imagen en el plano). Dicho de otro modo, el
plano más un punto “de infinito” (identificado con el polo norte de la 2-esfera)
es como la 2-esfera. La segunda forma de ver la 2-esfera es uniendo dos discos
planos. Cogemos 2 discos planos, los abombamos y los pegamos por las fronteras
“manteniendo separados los puntos del interior”. Gráficamente:
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Hagamos ahora lo mismo en dimensión 3. Podemos tomar dos bolas tridi-
mensionales sólidas (como dos bolas de billar o de plastilina) y ahora pegamos
sus fronteras manteniendo separados los puntos del interior. ¿Fácil, verdad?
Sólo que no podemos verlo. . . La otra descripción de la 3 esfera seŕıa considerar
el espacio eucĺıdeo tridimensional más un punto en infinito que se identificaŕıa
con el “polo norte de la 3-esfera” (lo que eso signifique).

Se sabe que todo espacio tridimensional sin frontera (y acotado) puede repre-
sentarse cogiendo 2 copias de cuerpos sólidos con asas de algún género (número
de agujeros) y pegando sus fronteras enteras. Por cierto, la mayoŕıa de los
ataques a la conjetura se hab́ıan basado en este tipo de descomposiciones y,
como hemos dicho, no tuvieron mucho éxito. Para los cuerpos sólidos de las 2-
esferas sólo hay una forma de pegarlos, pero en general si pegamos dos cuerpos
podemos hacerlo de varias formas, obteniendo distintos espacios tridimension-
ales.

La motivación de Poincaré fue seguramente por analoǵıa con la dimensión
2, donde todo se entend́ıa. Estaba buscando una propiedad sencilla que carac-
terizara el espacio tridimensional más simple, la 3-esfera. ¿Qué propiedad era
esa? Volvamos a las superficies.

Si dibujamos cualquier lazo (una curva cerrada simple, esto es, que no se
corta a śı misma) en la superficie de la esfera, podemos “encogerlo” hasta con-
vertirlo en un punto:

Pero en un toro no siempre puedes hacerlo, por ejemplo los dos siguientes
lazos no se pueden encoger hasta un punto de manera continua.
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Y en el toro de género 2 (un flotador en forma de 8) también podemos
construir estos mismos lazos, que no se pueden encoger hasta un punto. Y en
el de género 3. . .

Y de hecho se sabe que esto ocurre para cualquier superficie que no sea la
esfera. Es decir, la propiedad de que todo lazo puede encogerse (continuamente)
hasta un punto, caracteriza a la 2-esfera. Ojo, es importante decir “todo lazo”.
Por supuesto, en el toro podemos hacer muchos lazos que śı puedan comprimirse
a un punto, pero basta con que exista uno que no pueda encogerse para saber
que no es una 2-esfera.

Igual que para la 2-esfera, todo lazo en la 3-esfera puede contraerse a un
punto. Para comprobarlo basta pensar en la 3-esfera como el espacio más un
punto de infinito. Como un lazo no puede pasar por todos los puntos de la 3-
esfera, podemos suponer que no pasa por el punto de infinito. Entonces es como
si tuviéramos un lazo en el espacio y eso está claro que podemos comprimirlo a
un punto.

¿Qué pasa con el rećıproco? El rećıproco es la conjetura de Poincaré: “Si un
espacio tridimensional tiene la propiedad de que todo lazo en ese espacio puede
encogerse a un punto, entonces ese espacio es topológicamente equivalente a la
3-esfera”.

Intuitivamente: un 3-espacio sin agujeros donde los lazos puedan quedar
enganchados tiene que ser la 3-esfera.

Y eso, que ahora nos parece tan sencillo, es lo que dice la conjetura de
Poincaré. Pero eso solamente es el enunciado. A menudo ocurre en matemáticas
que tras un enunciado sencillo se esconde un problema de muy dif́ıcil resolución.
Esto es lo que ocurre también con la conjetura de Poincaré. Como hemos
dicho, la mayoŕıa de los ataques a la conjetura intentaban usar topoloǵıa pero
ninguno hab́ıa sido muy fruct́ıfero. Más tarde se pensó en introducir la geometŕıa
diferencial, lo que transformó el problema en un enunciado geométrico con una
conclusión geométrica. Entonces uno pod́ıa olvidarse de la topoloǵıa y resolver
este nuevo problema. Lo que es fascinante es precisamente que la conjetura de
Poincaré, un problema puramente topológico, se ha probado usando ideas de
otros campos de las matemáticas: geometŕıa diferencial, análisis, ecuaciones en
derivadas parciales. . .

Esto enlaza muy bien con las últimas palabras de Étienne Ghys en su con-
ferencia plenaria: “Hace unos meses encontré a un no matemático, un inge-
niero mecánico. Le encanta hacer matemáticas y empezamos a trabajar juntos.
Muchas de las imágenes de la presentación son fruto de este trabajo conjunto.
Quiero agradecerle su colaboración, pero no sólo eso. Siento que en las últimas
décadas los matemáticos se han metido en multitud de pequeñas esferas de-
sconectadas del resto. Y pienso que nuestro deber es conectarlas para enten-
dernos mejor a nosotros mismos. Pero no sólo entre los matemáticos. Creo
que el deber de cualquier matemático, sea del campo que sea, es trabajar duro
para tener contacto con no matemáticos. Creo realmente que es una condición
necesaria para un superviviente y quiero agradecer a este amigo mı́o que me
lo haya recordado. Para apoyar esta última afirmación, quiero esconderme tras
dos citas de Hilbert en este congreso de hace 106 años: Una teoŕıa matemática
no se puede considerar completa hasta que la hagas tan clara que se la puedas
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explicar a la gente de la calle. Y algo que puede ser aquello por lo que me
encantan las matemáticas: Lo que es claro y se comprende totalmente atrae, lo
complicado repele.”
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Demoscene
Información adicional

(1) La entroṕıa a la que nos referimos en este art́ıculo no es la que se suele
conocer y que hace referencia a la cantidad de desorden de un sistema, en este
caso usamos el significado que tiene en la Teoŕıa de la Información, y que hace
referencia a la cantidad de información que contiene un mensaje. Nos indica el
ĺımite teórico para la compresión de datos y se mide en bits.

(2) Los sceners no sólo utilizan las matemáticas para conseguir estos mini-
programas, utilizan avanzadas (y en ocasiones, muy raras) técnicas de com-
presión. Como ejemplo, en la conferencia nos dijeron que las fórmulas las
guardan en forma de árbol, de manera que el operador se coloca en la ráız
de cada subárbol y los operandos se colocan como hijos; de esta forma se con-
sigue una mayor compresión. Por supuesto, estas técnicas son las que provocan
que cuando ejecutéis una demo, ésta no empiece al momento, sino después de
haber descomprimido los datos necesarios.
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(3) El hecho de utilizar al máximo la capacidad del ordenador provoca que
en ocasiones la ejecución de una simple aplicación de 64KB (o menos) saque a
la luz errores de hardware importantes. De hecho, muchos de los efectos que se
utilizan en videojuegos o peĺıculas nacen de estas aplicaciones.

(4) Esta es la página del grupo que ha hecho la demo (donde encontraréis
hasta un juego de 96KB): http://www.theproduct.de y aqúı os la podéis descar-
gar directamente

http://www.scene.org/file_dl.php?url=ftp://ftp.scene.org
pub/demos/groups/farb-rausch/fr08_final.zip
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Exposición: Veo, veo, ¿qué ves?
En la sala de exposiciones del Pabellón B, por Herwig Hauser (profesor en

la Universidad de Innsbruck y visitante frecuente de la UAM). Una exposición
sobre superficies algebraicas que no podéis perderos (del 6 al 17 de noviembre
de 12 de la mañana a 5 de la tarde).

Esta exposición presenta una colección de figuras geométricas que aparecen
en las investigaciones de la disciplina matemática clásica llamada Geometŕıa
Algebraica. Ésta se propone estudiar ecuaciones algebraicas como x2+y2+z2 =
1 o y2 + z3 = z4 + x2z2. Tales ecuaciones surgen en muchas circunstancias
en matemáticas, informática, f́ısica, ingenieŕıa y en contextos industriales. Su
perfecta comprensión es crucial en los problemas respectivos.

¿Qué significa resolver una ecuación? Esto requiere un minuto de expli-
cación. Recordemos que un punto en el espacio viene dado por sus tres coor-
denadas x, y, z. Estos tres números representan la ubicación del punto con
respecto a un punto origen, como una lámpara en un cuarto viene localizada
por sus tres distancias a las paredes y al suelo.

Elegimos un punto, por ejemplo el punto P con coordenadas (3,-1,2). En la
ecuación dada, podemos sustituir las variables x, y, z por los tres números y
verificar si se da la igualdad. En nuestra segunda ecuación, y2 + z3 = z4 +x2z2,
la expresión de la izquierda nos da (−1)2 + 23 = 1 + 8 = 9. La expresión de
la derecha nos da 24 + 3222 = 16 + 9 × 4 = 16 + 36 = 52. Concluimos que las
dos expresiones no coinciden al sustituir los números. Se dice que el punto P
no satisface la ecuación o que no es solución de la ecuación.

Otros puntos śı satisfacen la ecuación, por ejemplo los puntos (1, 1, 1) o
(−1, 2

√
3, 2), como se verifica inmediatamente, salvo errores de cálculo. De

estos puntos solución, de hecho, hay muchos, aunque no todos los puntos del
espacio son solución de la ecuación, como vimos antes.
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Poniéndose en el espacio de tres dimensiones –es el espacio donde vivimos–
podemos, al menos teóricamente, pegar una pequeñ́ısima bola de cola (es decir,
una cola-bola) en todos los puntos solución de la ecuación. Alisando un poco
esta montaña de bolitas, el objeto que obtendremos es una superficie como un
pañuelo o una capa de nieve. Se llama la superficie algebraica asociada a la
ecuación.

Ejemplos son la superficie de una esfera o de un salvavidas o de un cono.
Son también soluciones de ecuaciones algebraicas.

Ahora empieza el juego: ¿qué figura sale al escoger tal o cual ecuación? E,
inversamente, ¿cómo elegir la ecuación para obtener tal o cual figura?

En la exposición se ven algunos protagonistas de este juego (que, obviamente,
no sólo es un juego, tiene importantes implicaciones en muchos campos). Se
indica junto al dibujo la ecuación que lo define (salvo en casos muy complicados,
donde la ecuación es tan larga que no cabŕıa en el cuadro).

Como las ecuaciones algebraicas presentan a menudo el núcleo de un prob-
lema dif́ıcil, es trascendente comprender bien las formas geométricas que pueden
ocurrir en las superficies asociadas.

¿Qué ves?

Pásense por la exposición e intenten describir las muchas facetas que animan
estas superficies. ¿Qué ves? Se ven colinas, valles, cortes, picos, intersecciones,
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cúspides, agujeros, aristas, cantos y muchas cosas más, en diversas configura-
ciones y combinaciones.

Dos caracteŕısticas se observan inmediatamente. Las figuras son bastante
sencillas y naturales (porque las ecuaciones son las más sencillas). Esparcen una
belleza reconcentrada. Y en algunos puntos la superficie no es tan agradable al
tacto: pincha. Al tocarla podŕıamos cortarnos, o no es cómoda para sentarse
encima. Estos puntos, que se llaman las singularidades de la superficie, son los
lugares donde la superficie no es lisa como el “pompis” de un bebé o una duna
de arena en la playa. Son los puntos más interesantes, porque corresponden,
en el problema matemático que hay detrás, a las rupturas, a los saltos y, en el
extremo, a las catástrofes. Lo que vemos sólo es la visualización de un fenómeno
más profundo algebraico y anaĺıtico, la no diferenciabilidad de una función en
un punto.

Esto debe bastar para dar al espectador una idea del fondo teórico de los
cuadros de la exposición. La geometŕıa algebraica intenta aclarar, con métodos
muy potentes y sofisticados, los muchos misterios que se esconden dentro de
tales ecuaciones y figuras.

Algunas palabras sobre los autores y el modo de producción de los
dibujos:

Somos un grupo de matemáticos en la Universidad de Innsbruck, situado en
la provincia montañosa del Tirol, en Austria. La idea de producir estos cuadros
se nos ocurrió durante nuestras investigaciones en geometŕıa algebraica al enter-
arnos de que muchos matemáticos se quedaban sorprendidos cuando véıan qué
pinta teńıan las superficies sobre las cuales estaban trabajando teóricamente
desde haćıa mucho tiempo.

Los dibujos en cuestión se produjeron con el programa POV-Ray, que se
puede obtener gratuitamente en la red (no es nuestro programa). Es un pro-
grama que emite un rayo virtual desde una posición fija (la cámara) y lo interseca
con la superficie. Se toma nota del punto (o de los puntos) de intersección y se
pasa al siguiente rayo. Aśı, el programa reconstruye una cantidad enorme de
puntos en la superficie que, después, permite visualizar el objeto con sus colores,
curvaturas, sombras y reflejos.

Nuestra (modesta) contribución es la selección de la posición de la cámara,
de las luces, de la textura y de algunos parámetros más (la transparencia, el
borde, los ángulos, el ambiente...). Parece simple, pero en general requiere
mucho tiempo para llegar a un dibujo satisfactorio.

Si quieren saber más o pedir reproducciones de los dibujos, entren en con-
tacto con nosotros dirigiéndose por favor a la página web. Gracias por su
atención.

Herwig Hauser
Institut für Mathematik
Universität Innsbruck, Austria
(+43) 699 1 444 444 6
herwig.hauser@uibk.ac.at
www.hh.hauser.cc
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Pósters de la feria “Madrid por la Ciencia”
Aqúı se pueden ver los pósters que se exhibirán en el quiosco en exclusiva.

De nada.

• Matemáticas en la Antártida: estudiando el Cambio Climático
por Ana Justel.

• Rosquillas, discos y el mundo hiperbólico por Ernesto Girondo y
Gabino González.

• 4 grandes teoremas del siglo XX, Adolfo Quirós.

• Tratamiento matemático de las imágenes, Eugenio Hernández, con
la colaboración de Ma Teresa Carrillo y Daniel Vera.

• Las Matemáticas al servicio del diseño de aviones, Carlos Castro,
Carlos Lozano, Francisco Palacios y Enrique Zuazua.

• Las Matemáticas de los fluidos: torbellinos, gotas y olas, A.
Córdoba, D.Córdoba y M. A. Fontelos.

• Los grandes retos matemáticos del siglo XXI, Eugenio Hernández.

• Los números primos1, Carlos Vinuesa.

1También contaremos con el póster del primo más grande que se conoce pero no podemos
ponerlo aqúı porque se veŕıa todo gris (el original hay que mirarlo con lupa).
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