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“La simetria es una idea por
medio de la que el hombre de todas
las épocas ha tratado de comprender
y crear la belleza, el orden y la
perfeccion”. (Herman Weyl)

INTRODUCCION

Si miramos a nuestro alrededor descubrimos asombrosas
configuraciones naturales. Es como si la naturaleza supiese matematicas.
Vemos simetrias en las formas y mucha regularidad en las disposiciones.

Si nos acercamos a un panal de abejas sus celdillas tienen seccion
hexagonal; las alas de ciertos insectos, por ejemplo las libélulas, presentan un
enrejado, igualmente, casi hexagonal y si seguimos buscando hexagonos los
encontramos en situaciones que deben recubrir un plano sin dejar huecos.

Volvamos la vista hacia las plantas. Las semillas de los girasoles se
distribuyen formando espirales que también las encontramos en la lengua de
las mariposas y en el crecimiento de los caracoles. Vemos que se ha elegido
la espiral como forma geométrica en otras muchas configuraciones naturales.
Los planetas son esféricos asi como también lo son las gotas de agua y las
pompas de jabon. ¢Por qué esto es asi?. ¢Qué propiedades tienen estas
formas para que la naturaleza las haya elegido por encima de todas las
demas?. Parece que la naturaleza es sabia a la hora de tomar decisiones.

Hay situaciones en las que la naturaleza actla de manera que minimiza
longitudes y superficies, por ejemplo, la linea recta para un rayo de luz y una
esfera para una burbuja. En 1744, Pierre-Luis Moreau de maupertuis, Propuso
su gran Esquema del Mundo: “La naturaleza opera siempre con la maxima
economia”.

Geométricamente, los hexagonos rellenan el plano sin dejar huecos y las
espirales ahorran espacio; La circunferencia y la esfera tienen la maxima
simetria y cumplen los principios de optimizacion.

La rama de las matematicas que trata los problemas de méaximos y
minimos es el Célculo de Variaciones o Calculo Infinitesimal. Minimizar areas
es equivalente a resolver una ecuacion diferencial parcial asociada, la ecuacién
de Euler-Lagrange.

En este punto tenemos que aclarar que nuestros conocimientos
matematicos no abarcan, todavia, este tema pero comprendemos lo que
significa. Sabemos, porque lo hemos leido y posteriormente experimentado,
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que, a veces, los problemas de maximos y minimos son dificiles de resolver.
Sin embargo, basta una simple disolucion jabonosa para que podamos llegar a
una comprobacion visual y experimental de algo que los matematicos han
tratado, durante varios siglos, de demostrar. Un claro ejemplo de ello son las
demostraciones que hizo Plateau en el siglo XIX. Resolvié y enuncio las leyes
gue rigen el comportamiento de minimizar esfuerzos que utiliza la naturaleza,
haciendo experimentos con burbujas y pompas de jabdn. Sus observaciones
tienen un precedente en Jacob Steiner (1796-1863).

Todo esto nos intrigd y nos, parecio increible, que un juego como es
hacer pompas de jabon pudiese resolver problemas de Fisica que a las
Matematicas les ha llevado tanto tiempo dar respuesta y que todavia hoy en
dia no son definitivas.

Desde que hicimos ese descubrimiento tuvimos claro que queriamos
hacer lo mismo: sumergirnos en jabon e indagar sobre la optimizacion de
formas y de medios, de recursos, de la energia

Pero, buscando informacién, descubrimos la Historia de las
Matematicas, algo sobre lo que sabiamos muy poco. Por ello, decidimos incluir
en nuestro trabajo un repaso sobre la historia de las Matematicas tomando
como hilo conductor los avances del pensamiento cientifico desde los
planteamientos de los Griegos hasta el inicio del Céalculo Diferencial.

Era estupendo ver coémo tirando de un hilo descubriamos la evolucién de
la Ciencia Matematica. Hemos dedicado bastante espacio a esta parte pues
nos parecio muy interesante.

Estos son los tres problemas que conducen nuestro trabajo:

Problema de Pierre Fermat (1601-1665): “ Dado un triangulo de angulos
agudos localicese un punto P tal que la suma de distancias a los vértices
sea lo mas pequefia posible”. A ese punto se le llama el punto de Fermat.

Problemas Jacob Steiner (1796-1863): “De todas las curvas de perimetro
dado el circulo es la de area maxima”. “Encontrar la red de lineas que
conecte varios puntos y cuya longitud total sea la minima posible”.

Problema de Joseph A. Plateau (1801-1883): “Determinar la superficie de
area minima limitada, en el espacio, por un contorno cerrado”

Nuestro trabajo consisti6 en reproducir las experimentos de Plateau
comprobando sus principios y leyes y dar solucion a los dos problema de
Steiner bajo el punto de vista de unos alumnos de secundaria.

Otro de los aspectos que nos interes6 de la investigacion fue su
interdisciplinaridad. En ella aparecen aspectos de Fisica, Matematicas y
Tecnologia.
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2. CONTEXTO HISTORICO

En el siglo XIX, Joseph A. Plateau (1801-1883) realiz6 experimentos
simples y divertidos que consistian en hacer pompas de jabon y mojar marcos
de alambre en una disolucion jabonosa. Estos experimentos permitieron a
Plateau percatarse de que las peliculas de jabon obedecen a un principio muy
simple: hacer minima su area ya que seran las mas estables pues su energia
potencial es minima. Afirmaba, también, que la tension superficial era, en parte,
la causante de los resultados de sus experimentos. Decia que la formacién de
una superficie de jabdn exige energia y que, en consecuencia, la
superficie tiende a contraerse para minimizar dicha energia. Es decir, la
pompa de jabon como la naturaleza en si busca hacer la menor fuerza posible
y eso lo consigue con la forma esférica.

En 1873 formulé el problema que lleva su nombre: “determinar la
superficie de area minima limitada en el espacio por un contorno
cerrado”. Ademas enuncio tres leyes sobre la formacion de estas superficies:

Primera ley: “Tres superficies de jabon se intersecan a lo largo de una linea. El
angulo formado por los planos tangenciales a dos superficies que se
intersecan, en cualquier punto a lo largo de la linea de interseccion de las tres
superficies, es de 120°".

Segunda ley: “ Cuatro lineas, todas formadas por la interseccion de tres
superficies, se intersecan en un punto y el angulo formado por cada par de
ellas es de 109°28™.

Tercera ley: “Una pelicula de jabon que puede moverse libremente sobre una
superficie la interseca en un angulo de 90°”.

3. OBJETIVOS

a. Buscar, en la historia de la ciencia, las ideas que han llevado a los
cientificos a encontrar un nexo entre las matematicas y la fisica, llamado
el célculo de variaciones o célculo infinitesimal.

b. Indagar sobre la tendencia de los liquidos y la naturaleza, en general, a
adoptar la forma esférica

c. Mostrar que las peliculas jabonosas resuelven problemas matematicos
dificiles. Reproducir los experimentos de Plateau.

d. Aplicar las experiencias realizadas a la elaboracion de materiales
interactivos que expliqguen, de una manera visual y manipulativas, estos
conceptos.

4. MATERIAL, METODO Y RESULTADOS

Para realizar este trabajo elaboramos un calendario de actuacion
repartiendo entre los componentes del grupo, los distintos aspectos que
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ibamos a investigar. Primeramente deberiamos hacer una buUsqueda
bibliografica individual para tratarla posteriormente en las reuniones de todo el

grupo.

Las principales dificultades que hemos encontrado a la hora de buscar
informacion han sido: la poca especificidad de algunas paginas Web pues
trataban los conceptos de una forma muy general; la complejidad del lenguaje
cientifico de otras que hacian casi incomprensible lo explicado, y en otras, lo
pobres que eran en contenido. Pero sin duda, la mejor ayuda con la que hemos
podido contar han sido los libros, ya que, en ellos hemos encontrado los
conceptos claros y completos aunque, a veces, algunos textos resultaban un
poco complicados para nosotros.

Una vez recogida la informacion, nuestra tutora nos orienté a la hora de
seleccionarla catalogandola por importancia. Elaboramos un plan de trabajo y
nos pusimos en marcha. Fue de gran utilidad una guia, que nos hizo, en la que
se nos explicaba el significado de cada apartado de los puntos que deberia
contener el documento final. También fue de gran ayuda sus explicaciones
sobre algunos conceptos dificiles para nosotros y su aportacion en la
cronologia de las referencias historicas.

Al empezar a buscar en la bibliografia nos encontramos con dos libros
especialmente interesantes que nos han ayudado mucho en nuestras
investigaciones: “Matematica y formas optimas” de Stefan Hildebrandt y
Anthony Tromba y “ El jardin de Newton” de J. M. Sanchez Ron. Con ellos
descubrimos que los cientificos de todos los tiempos han tratado y tratan de
comprender la naturaleza a través de conceptos sencillos, aunque dicen que no
hay respuestas definitivas a las cuestiones de las formas naturales. Ademas
afirman que las matematicas desempefian un destacado papel en todo esto y
qgue es el Unico instrumento que nos permite formular con precision lo que
observamos y los fendmenos que tratamos de entender del mundo fisico.

Pero lo que mas nos sorprendié, como hemos dicho ya antes, fue que
con una sencilla disolucion jabonosa se pudiera dar explicaciones a problemas
complejos y resolver experimentalmente cuestiones del mundo fisico que
todavia matematicamente no estan demostrados.

La primera parte del trabajo la hemos dedicado a la Historia de las
Matematicas por los motivos que apuntamos en la introduccion. La segunda
parte la dedicamos a plantear las leyes de Plateau de una manera empirica,
experimental. Para ello montamos un aula-laboratorio con todos nuestros
materiales en la que realizabamos las practicas. La posibilidad de consultar
Internet en el instituto ha sido de gran ayuda.

Nuestras fuentes de informacion fueron libros, revistas especializadas e
Internet .
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4.1. Referencias histéricas

Nuestra seleccion esta motivada por la busqueda de grandes cientificos
que han influido en los avances matematicos y en los pasos que se dieron
hasta llegar al calculo diferencial.

Aungque brevemente, tenemos que remontarnos a la época griega ya que
es ahi donde comienza la ciencia matemética tal y como se considera hoy en
dia, siglos V-1V a. J.C. En esta época los primeros pensadores griegos (mas
tarde conocidos como filésofos) empezaron a generalizar casos concretos
pasando a casos generales que permitiesen aplicarse a otras situaciones
similares.

Los griegos y las formas geométricas. Los griegos, fueron los
primeros en asegurar que la Tierra era esférica, pues esta era la forma
perfecta. Primeramente Pitdgoras (582-507 a.C.) que afirmaba que la
estructura del universo se basaba en la aritmética y en la geometria. No
debemos omitir a Platon (427-347 a.J.C.), a pesar de ser mucho mas
reconocido por sus pensamientos filosoficos, que manifestaba una fascinacion
por la forma esférica como la figura perfecta. Consideraba que el mundo estaba
construido esférico ya que asi la distancia de todos los puntos al centro era la
misma, siendo una figura completamente semejante a si misma. Era lo que
ellos refirieron como la mas perfecta de todas las curvas, nombrada circulo.
(Es interesante el parrafo de Platon sobre la forma esférica del mundo que se
puede leer en “El Jardin de Newton”, J. M. Sanchez Ron. CRITICA. Nov. 2001,
pagina 16). Recordemos a Euclides cuya contribuciéon ha sido fundamental
para la Geometria. Sus elementos marcan las normas y el rigor, La
omnipresencia de la Geometria. No podemos pasar sin mencionar a
Eratéstenes, pues confirmd, midiéndola, la esfericidad de la Tierra.

Vayamos a los griegos y su intuiciéon del infinito: Con el
descubrimiento de los inconmensurables las cantidades empiezan a no ser
medibles: primera aparicion del infinito. Empiezan a dudar de que el nimero
sea la esencia de todas las cosas. Anaxagoras (500-428 a. J.C.) afirmaba:“ En
lo pequefio no existe lo extremadamente pequefio, sino algo cada vez mas
pequefio. De igual modo, en lo grande siempre hay algo mas grande”.
Hipocrates (450 a. J.C.) consiguio resolver geométricamente los problemas de
cuadraturas. La cuadratura de las lanulas: “Ciertas areas limitadas por lineas
curvas son conmensurables con areas limitadas por lineas rectas”. Aproxima la
medida de curvas con poligonos.

Todos estos descubrimientos hacen tambalear los cimientos de su
ciencia. Nos encontramos con los primeros intentos de explicar el infinito en
Sdcrates, Demacrito y Zendn. Surge el conflicto, la crisis en la ciencia Griega y
aparece el miedo “al infinito”. Esta inseguridad les hace abandonar esta linea
de investigacion y ya con Euclides (450 d. J.C.) el retroceso se hizo realidad.

Aln asi, seguimos encontrando a pensadores que no abandonan esa
linea de investigacion, como Eudoxo (408-355 a.J.C.) que aproxima el area del
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circulo y la de su poligono inscrito de n lados. Pero Aristételes, aunque admitia
la infinita divisibilidad afirmaba que toda magnitud es finita y continua. Sus
teorias retrasan los avances de la ciencia durante muchos siglos.

Destaguemos al mayor cientifico, al genio, al inventor que fue
Arquimedes (287-212 a J.C.). Estableciod los cimientos del calculo infinitesimal.
Lo consigui6 al afiadir la mecanica al estudio de la Geometria.

La aportacion medieval .Tenemos que dar un salto hasta el siglo XIV.
Este salto se debe a que durante los siglos anteriores la influencia de
Aristoteles y la Iglesia Catdlica fue tan fuerte que las nuevas investigaciones no
salian a la luz.

Se abren nuevos caminos de exploracion en las matematicas. Las
universidades europeas centran sus estudios en, el cambio en las magnitudes,
en el movimiento. Empiezan a cuantificar las formas variables. Se estudian las
series infinitas. Un grupo de cientificos autollamados Merton, enuncian las
Leyes de Merton y establecen el valor medio en velocidades constantes.
Oresme (1323-1382) fue el primero que utilizé la representacion grafica de una
cantidad variable. Mide la variabilidad como la diferencia de ordenadas. Asocia
el area bajo la grafica velocidad-tiempo a la distancia y advierte de la
disminucién de la variacién en la proximidad de los maximos. Se acerca al
concepto de tangente.

Nos encontramos a Galileo (1564 — 1642) que apoyo fervientemente el
copernicanismo, formul6 la primera ley del movimiento y experiment6 con la
caida de los cuerpos; a Kepler (1571-1630) que, ademas de enunciar sus leyes
sobre las orbitas de los planetas, investigd las posibles maneras de llenar el
plano con poligonos regulares e iguales.

El Renacimiento. En el Renacimiento se vuelven los ojos al mundo griego y se
estudia a Arquimedes. Con el siglo XVII nace el algebra simbdlica, el método
analitico y el calculo diferencial.

Descartes (1596-1650) y Fermat (1601-1665) establecen el nexo entre
Geometria y Algebra. “A métodos generales, soluciones generales”. Una
ecuacion algebraica describe una curva y una curva estid descrita por una
ecuacion algebraica. El Algebra facilita el estudio de los indivisibles, de lo
infinitamente pequeno. EIl tiempo se convierte en una variable universal. De
ella dependera la variacion simultanea de otras magnitudes como base de un
Célculo Infinitesimal.

A mediados del siglo XVII se produjo un acontecimiento matematico de
la maxima importancia. Newton (1642-1727), aunque su obra maestra es la Ley
de la Gravitacién Universal, ided el calculo diferencial e integral, fundamentos
matematicos de la ciencia moderna, paralelamente a la famosa ley. Al mismo
tiempo Leibniz también lo desarrollé aunque lo hicieron con planteamientos
diferentes.
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Afos mas tarde Euler siguié con estos trabajos y Lagrange resolvié el
problema isoperimétrico. Pero Lagrange no solo habia resuelto el problema,
habia inventado un nuevo método, “el calculo de variaciones”. Podia demostrar
gue los postulados de Newton sobre la materia y el movimiento se adaptaban
al principio de economia de la materia. Con él, cobraron una nueva dimension
el estudio de las propiedades Optimas de los objetos geométricos, como son los
problemas isoperimétricos. Con esta nueva disciplina se pueden resolver
analiticamente problemas de optimizacion. Entre estos problemas de
variaciones nos encontramos con el de la circunferencia como figura que
encierra un area maxima con un minimo de perimetro, y el de la esfera, como
cuerpo con menor superficie para un determinado volumen.

En el siglo XVIII, el matematico Suizo Jacob Steiner (1796-1863) dio
varios e ingeniosos argumentos para afirmar que la solucién al problema
isoperimétrico es el circulo.

Y llegamos a Plateau y sus observaciones sobre superficies minimales
con experimentos con pompas de jabén. Una de las observaciones que hizo y
ha sido de gran importancia para las matematicas, es la que corresponde a que
“ si introducimos una estructura cerrada en una disolucion jabonosa, se forma
siempre, una pelicula de jabdén”. La cuestion que se preguntaban los
matematicos era, ¢”’sera que sobre cualquier curva cerrada se puede tender
una superficie minimal?.

Fueron muchos los matematicos a quienes intrigé el problema anterior,
pero su solucion perecia sumamente dificil. El estudio de estos problemas esta
vinculado al desarrollo de la Topologia.

Ya en el siglo XX, Jesé Douglas, resolvio muchos de los problemas
planteados sobre superficies minimales. Por sus trabajos recibi6é la medalla
Fields en matematicas el afio 1936. Jean Taylor demostré que las reglas de
Plateau son consecuencia del principio de minima energia que la pelicula de
jabén alcanza cuando cubre la menor cantidad de superficie posible y Torsten
Carleman (1919) que demostré que la esfera es la Unica figura en equilibrio que
podia adoptar un liquido en reposo que gravitara sobre si mismo.

Por dltimo citaremos que se sigue investigando sobre modelos
matematicos que explique la forma esférica de las pompas de jabdn.
4.2. Trabajo de laboratorio

En esta fase se trataba de utilizar modelos sencillos con peliculas de
jabén que nos ayudasen a comprender los problemas de optimizacion.

A lo largo de nuestra etapa de planificacién del trabajo experimental
observamos que teniamos que investigar sobre tres cosas: a) la tension
superficial y la molécula de jabdn, b) la forma esférica de las pompas y las
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superficies minimas c) los problemas de minimizar recorridos. Por ello
dividimos los experimentos en tres practicas diferentes.

La fase de redaccién de los experimentos ha sido complicada. No es
facil explicar lo que se forma con las disoluciones jabonosas, hay que verlas y
sobre ellas, la explicacibn se entiende sin necesidad de dar muchas
explicaciones.

Materiales utilizados

- Disolucién jabonosa (50% agua, 40% jabon, 10% glicerina)

- Curvas cerradas realizadas con alambres.

- Armazones poliédricos con varillas de plastico

- Armazones formados por dos laminas planas trasparentes unidas por
pequefias pasadores metalicos

- Pajitas de bebidas

- Recipientes para los liquidos

- Retroproyector

- Pelotas de goma, Globos y tubos de PVC

- Calidoscopios poliédricos

PRACTICA O0: La esfera como cuerpo geométrico con menor
superficie para un determinado volumen.

Esta practica no la hemos realizado en este trabajo, pues a lo largo
de nuestra etapa escolar ya lo habiamos demostrado en otras ocasiones.

PRACTICA 1: La tension superficial

Si depositamos sobre un vidrio una gota de alcohol, una de agua, una
de glicerina, una de aceite y una de mercurio y acercamos una lupa, se
observa que son mas o menos esféricas y que unas estan mas aplanadas
que otras.

En esta practica tratamos de mostrar, empiricamente, lo que es la
tension superficial y como se manifiesta en los liquidos.

Objetivos:
1. Comprender el concepto de tension superficial.
2. Descubrir el efecto que la tensién superficial ejerce sobre la superficie
de los liquidos.
3. Observar fendmenos que tienen lugar en los liquidos y que no son
explicados mas que por el efecto de la tensién superficial.

1°" Experimento: La forma esférica es la mas estable.

Materiales:
- Alcohol, pipeta, aceite y un vaso




De las superficies minimas, las pompas de jabén y otras construcciones optimas
Grupo “En tu pompa”

Qué hicimos:

1.- Tomamos un vaso, le echamos 3 dedos de agua y fuimos afadiendo la
misma cantidad de alcohol.-

2.- Con la pipeta cogimos el aceite, la metimos en la mezcla y con
cuidado, afadimos el aceite en la disolucion de agua y alcohol.

Observaciones y resultados:
Se forma una gota esférica de aceite que queda en el centro de la disolucion
entre el agua y el alcohol en estado de ingravidez.

2% Experimento: ¢Puede flotar el metal en agua?

Materiales:
- cuchilla, papel secante, recipiente con agua

Qué hicimos:
1.- Llenamos un recipiente con agua.
2.- Colocamos un papel de filtro y encima la cuchilla.

Observaciones y resultados:
El papel de filtro precipita hacia el fondo.
La cuchilla queda flotando en la superficie.

3°" Experimento: (Puede el agua actuar como un : -
pegamento? N
Materiales:

- 2 laminas de metacrilato o de vidrio de 15x20 cm, n o

recipiente con agua

Qué hicimos:

1.- Colocamos las laminas de metacrilato una sobre otra.

2.- Introdujimos ambas laminas, junta, en el agua.

3.—Sacamos las dos laminas (como fueron introducidas) y observamos

4.- Deslizamos la de debajo hasta sobresalir un poco, y pusimos encima de
ella un peso.

Observaciones y resultados:

Al desplazar la lamina de debajo de manera que sobresalga por delante,
ésta no se despega de la otra. Parece como si estuvieran pegadas. Incluso
poniéndole un peso encima no se despega de la otra.

Conclusiones

Explicacién teodrica:

La tension superficial es la resultante de las fuerzas que actuan sobre
las moléculas de la superficie de un liquido. Es una fuerza perpendicular a la
superficie y dirigida hacia el interior del liquido. La forma esférica de las
gotas puede ser explicada a través de las fuerzas existentes en todos los
liguidos, las de cohesidon. Pero las moléculas que estan en la superficie solo
son atraidas por las que tiene debajo y las de los lados. La resultante de

10



De las superficies minimas, las pompas de jabén y otras construcciones optimas
Grupo “En tu pompa”

estas fuerzas actua hacia el interior del liquido. En una gota hay mucha
superficie y las moléculas de la superficie son atraidas hacia el interior de la
gota dandole una forma esférica.

En nuestra practica:

1. Al afadir alcohol al agua hemos igualado, practicamente, la densidad
de la mezcla a la del aceite. La gota de aceite esta libre, no hay
fuerzas externas que actuen sobre ella. Las fuerzas de su tension
superficial tiran hacia dentro de sus moléculas y la esfera es la forma
de menor superficie para un volumen dado. Los liquidos en libertad
adoptan la forma esférica.

2. La superficie de un liquido actia como una membrana tensa por la
accion de la tension superficial. Esta fuerza es bastante débil y se
rompe con facilidad pero como hemos visto, es capaz de aguantar el
peso de algunos objetos haciéndoles flotar aunque su densidad sea
mucho mas alta que la del agua. Por eso flota la cuchilla.

3. Entre las dos laminas de metacrilato se ha formado una superficie de
agua muy fina. La fuerza de la tensidon superficial actua atrayendo
entre si las moléculas del agua por eso las dos ldminas actuan como
si estuvieran pagadas.

PRACTICA 2: El efecto del jabdon sobre la tension superficial y
la formacion de superficies minimas.

Materiales:

- Un plato. un embudo, pajitas de bebidas, jabdn, agua
y recipientes

- Curvas cerradas realizadas con alambres. A algunas de
estas curvas les habiamos atado un hilo como se ve en la fotografia.

Objetivos:

1. Verificar que el jabdén tiene el efecto de disminuir la
tension superficial de los liquidos permitiendo su
laminacion y formando burbujas que mantienen, sin
embargo, la tendencia a situarse en superficies minimas.

2. Mostrar como se tensa un hilo debido a la tension
superficial y adopta la forma de circulo, la de mayor area
para un perimetro determinado.

3. Comprobar el efecto de la tensién superficial aunque se ejerza una
fuerza sobre la lamina de disolucion

4. Comprobar la propiedad isoperimétrica de la circunferencia.

Qué hicimos:

1.- Intentar hacer burbujas y pompas s6lo con agua.

2.- Echar polvos de talco en un vaso sélo con agua y después le fuimos
afadiendo jabén. Los polvos se iban al fondo.

2.- Hicimos muchas pompas con la disolucion de jabon y todas eran
esféricas.
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3.- Sobre un plato echamos una disolucién jabonosa y situamos el embudo,
con su parte mas ancha sobre la disolucion y soplamos por la parte del
embudo que queda hacia arriba (la mas estrecha) haciendo una burbuja
apoyada en el plato. Poco a poco, fuimos levantando el embudo (de una
forma oblicua). Ladeamos el embudo, y lo retiramos de la pompa. Dentro
de esa burbuja, introduciendo una pajita siempre mojada previamente,
hicimos méas pompas. Esta parte de la practica también nos ha servido para
comprobar que los angulos que forman las burbujas con las superficies
sobre las que se apoyan son de 90°.

3.- Introducir estructuras de alambre planas en la disoluciéon. Primero
sumergimos un alambre semicircular con un hilo atado a sus extremos y al
extraerlo observamos que se formaba una pelicula de jabon y que el hilo
quedaba tensado hacia la parte interior del alambre de forma circular. Con
un dedo mojado tiramos del hilo y lo dejabamos nuevamente libre. El hilo
retrocedia volviendo a su posicion anterior de equilibrio. Hicimos lo mismo
con estructuras cerradas y un hilo atado a los lados. La pelicula quedaba
dividida en dos partes por el hilo pero éste flotaba en la lamina de jabén y
no se tensaba. Rompiamos con un dedo mojado una de las partes en que
queda dividida la lAmina y la pelicula resultante, tiraba del hilo adoptando la
forma circular.

Observaciones y resultados:

- Sélo con agua no conseguiamos hacer burbujas que durasen. Con la
disolucién jabonosa, si.

- Los polvos de talco que estaban flotando en el agua al afadirle jabén
se iban al fondo.

- Las pompas de jabon en libertad siempre son esféricas.

- La superficie de contacto entre una burbuja y una superficie plana es
circular y forman angulos de 90°.

- Al introducir las estructuras cerradas planas de alambre se forman
peliculas que se ajustan al perimetro del alambre.

- Las estructuras con un hilo, al romper una de los dos superficies que
quedan a los dos lados del hilo, la tensién superficial contrae a la
pelicula que queda vy tiraba del hilo. El hilo se tensa y adopta la forma
de una circunferencia perfecta. Daba igual la manera en que se sujete
el hilo. Con la que tenia un hilo que formaba un lazo consegwmos una
forma circular perfecta.

- Al formarse una pelicula de jabdn
sustentada en un alambre y en un hilo,
el hilo adopta la forma circular.

Conclusiones:

- La pompa hecha solo con liquido puro no es estable. Necesita de un
tensoactivo, como el jabon, para estabilizarla. El jabén actia sobre la
tension superficial disminuyéndola y estabiliza las pompas. Ademas
son esféricas porque la esfera tiene el menor area para un volumen
dado. La ley del minimo esfuerzo.

- Formada la pelicula de jabén, al estirarla, la capa de liquido se
expande y permite que vuelvan las moléculas del agua a la superficie
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y la, concentracion de jabén, disminuye lo que hace que aumente la
tension superficial. Por eso al romper una de las partes de la lamina
ésta se tensa. Asi, el jabén refuerza selectivamente las partes mas
débiles de la pompa y evita que se estiren mas permitiendo la
laminacion. Las peliculas de jabon buscan minimizar el area
superficial, esto es, minimizar su energia de superficie pero cuando se
rompe una de las partes ahi ya no hay liquido, por eso se obtiene un
circulo que es la forma geométrica de maxima area para un perimetro
determinado. (Problema de Steiner)

Explicacion tedrica: El jabon es una sal alcalina (generalmente sodio o
potasio) de un &cido graso de cadena larga. Dentro de la molécula de jabon
se pueden distinguir dos partes distintas. Una parte hidréfila polar que se
puede disolver en agua y una parte hidréfoba que no se puede disolver en
agua. Cuando disolvemos jabdén en agua las colas de las moléculas de jabon
que no les gusta el agua se colocan hacia fuera, colocandose en la
superficie entre las del agua, y a las que les gusta hacia adentro. Al soplar
aire y formar una burbuja las moléculas de jabon se reorientan y adoptan
una estructura de bicapa: hay una capa de agua rodeada de dos capas de
moléculas de jabdén con las cabezas hidroéfilas hacia el agua y las hidréfobas
hacia fuera.

PRACTICA 3: Las matematicas de las pompas de jaboén.
Superficies minimales. Leyes de Plateau.

Objetivos:

1. Poner de manifiesto los efectos de la tension superficial de los
liguidos y aplicarlos a la resoluciéon de problemas de minimizacién de
superficies.

2. Obtener superficies minimas inscritas en curvas cerradas
tridimensionales y en poliedros (problema de Plateau).

3. Comprobar las tres leyes de Plateau y el problema de Steiner de
conexiones minimas.

1°" Experimento: LAminas jabonosas que se cortan en aristas y
aristas que se cortan en un punto

Materiales:
- Estructuras planas compuestas por dos piezas rectangulares de
metacrilato transparente unidas por tres tornillos o pasadores que
las mantienen separadas unos 2 cm.
aproximadamente.
- Transportador de angulos
- Tubos de PVC, una pinza y globos

Qué hicimos:

1- En una de las estructuras de metacrilato con tres tornillos insuflamos
disolucion jabonosa y formamos burbujas. Las burbujas tocaban a las
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paredes de metacrilato formando circunferencias y entre si tocandose
formando siempre angulos iguales.

2- Con una pajita insuflamos una burbuja jabonosa dentro y formamos un
cilindro limitado por las dos laminas de metacrilato y las tres varillas. A
continuacion ibamos extrayendo el aire de la burbuja hasta que el cilindro
se transformé en tres lAminas jabonosas perpendiculares a las placas de
metacrilato y formaban angulos de 90° con ella. Pero, las laminas entre si
formaban una Y. Para medir estos angulos colocamos sobre el conjunto un
transportador de angulos y su valor dio de 120°, 1/3 de la circunferncia.
Esta configuraciéon era estable lo que equivale a un camino de minimas
distancias.

3- Formamos muchas burbujas entre las dos placas de metacrilato para ver
si se colocaban formando una estructura hexagonal. Se rompian y no
fuimos capaces de comprobarlo. Este resultado pudimos comprobarlo en
una exposicion que visitamos este curso: “Por qué las matematicas” con
pelotas de goma iguales esféricas si las comprimias hasta que no quedaban
huecos entre ellas, formaban hexagonos.

4- Formamos conjuntos de dos pompas libres. Se tocaban con angulos de
120°. Si una era mas grande que la otra el aire pasaba de la pequefia a la
grande.

5- Comprobamos esto mismo con dos globos hinchados uno mas que el otro
y los unimos con un tubo de los del riego de jardin con una llave para dejar
pasar el aire de una a otra.

Observaciones y resultados:

- Llegamos a la solucion del problema de Steiner de conexiones
minimas con las pompas.

- Los sistemas de varias pompas de jabdén se sitian de manera que las
aristas de liguido forman angulos de 90° y de 120°.

- Al compactar esferas la disposicion 6ptima es la hexagonal.

- Al hacer dos pompas, una sobre otra, se observa que se juntan
formando angulos de 120°. Si una es mas grande que la otra la pared
comun se va hacia la de mayor tamafo intentando adoptar la menor
area posible. Si son de igual tamafno la pared es plana. Al tener la
mas pequefa mayor presion interna que la grande le lleva a empujar
a la otra para minimizar la energia

- Al juntar mas de dos pompas soOlo se tocan tres paredes en una
misma linea y estan separadas por angulos de 120°.

- Si juntamos dos pompas una mayor que la otra el aire pasa de la de
menor volumen a la de mayor volumen.

2° Experimento: Superficies minimales en estructuras
tridimensionales.

Materiales:
- Estructuras cerradas de alambre tridimensionales.
- Poliedros hechos con varillas de plastico y bolas en
los vértices.
- Calidoscopios poliedricos y poliedros de porexpan
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Objetivos:

1. Comprobar las leyes de Plateau para configuraciones estables de
peliculas jabonosas.

Qué hicimos:

1. Sumergimos las curvas cerradas en la disolucion. Al
sacarlas se habia formado una pelicula jabonosa. No siempre era de la
misma forma pero todas tendian hacia una que era la mas estable. En todas
ellas las superficies jabonosas se interceptan en una o varias aristas.

2. Sumergimos las estructuras poliédricas en la disolucién jabonosa. Para
una misma estructura obteniamos varias configuraciones de superficies
distintas formadas por peliculas planas hacia el interior del sdélido.
Sacudiéndolas un poco o soplando se pasaba de unas a otras quedando, al
final, la mas estable. Cada par de superficies formaban una linea de
contacto en su interior y cada cuatro aristas se cortaban en un punto.
Mediamos los angulos.

3. Como las superficies que se obtenian formaban nuevamente angulos
diedros, buscamos una explicacion a los valores de 120° y 109° 28’
obtenidos. Para ello usamos los calidoscopios poliédricos pues los angulos
que forman son los mismos.

Observaciones y resultados:

- En la estructura tetraédrica se obtienen seis laminas planas que se
cortan en tres aristas y estas en un punto central. El angulo entre
cada par de laminas es de 120° y entre cada par de aristas es de
109° 287, cébmo postuld Plateau.

- En el cubo se obtienen varias situaciones de laminas en equilibrio. La
primera: de cada arista sale una superficie hacia el interior del cubo.
Las 8 laminas se juntan en una linea comun. La segunda: las 8
aristas se tocan en un punto comun. Esta configuraciéon no es estable.
Pero todavia hay otra: las aristas forman un nuevo cubo en el
interior. Las doce laminas tienen la forma de trapecios.

- Lo que vimos en el octaedro no es facil de describir.

- Es divertido jugar con estas estructuras colocando mas pompas en el
centro soplando con una pajitas.

- Nos ayudé mucho, para la comprension de los angulos, ver los
calidoscopios. Estos calidoscopios se forman con las pirAmides
interiores de cada poliedro. En el calidoscopio del tetraedro los
angulos de los triAngulos que los forman son de 109° 28’

3° Experimento: Caminos minimos. Problema de Steiner y punto de
Fermat.

ENUNCIADO DEL PUNTO DE FERMAT: Es un punto cuya suma de

distancia a tres puntos dados es minima. Desde este punto se ve cada uno
de los lados del triAngulo bajo un dngulo de 120°.

15



De las superficies minimas, las pompas de jabon y otras construcciones éptimas
Grupo “En tu pompa”

Materiales:

Estructuras planas compuestas por dos piezas rectangulares de
plastico transparente unidas por varios tornillos o pasadores que las
mantienen separadas unos 2 cm. aproximadamente.

Transportador de angulos

Retroproyector, acetatos, papel y rotuladores

Maqueta con tres pueblos

Objetivos:
1°- Comprobar experimentalmente que la linea mas corta entre dos puntos

es

la linea recta

2.- Poner de manifiesto la existencia y las propiedades del punto de Fermat
de un triangulo.

3.- Resolver el problema de Steiner para cuatro puntos situados en los
vértices de un rectangulo obteniendo una estructura de caminos que
conectan los puntos con una longitud total minima. Generalizacibn a un
nuamero arbitrario de puntos en el plano.

Qué hicimos:

1. Introducir las estructures de metacrilato en la disolucion jabonosa:

Al sumergir y extraer la estructura trasparente de dos tornillos, salia
una lamina entre los dos pasadores. El camino mas corto entre dos
puntos la linea recta.

Al sumergir y extraer la estructura trasparente de tres tornillos
observamos que el jabén forma una figura compuesta por tres
superficies que unen cada clavo con un segmento central.
Proyectamos esta figura mediante un retroproyector y obtuvimos un
triangulo con tres segmentos internos que unen cada vértice con un
punto. Este punto, es el punto de Fermat y cumple la propiedad de
que la suma de distancias a los tres vértices es minima. Se forman
ademas angulos de 120°.

Con la estructura de cuatro clavos que formando un rectangulo
aparecen cuatro segmentos uniendo los cuatro pasadores y un
segmento central sostenido entre ellos. Nuevamente observamos que
los angulos libres son de 120°. Se trata de la configuraciéon que,
uniendo los cuatro puntos, tiene la menor longitud.

Con la estructura con seis clavos formando un hexagono regular,
como los angulos interiores son ya de 120°, podremos prever que el
jabon no hara “atajos” y formara el hexagono exterior.

Con una magueta en la que estaban colocados tres pueblos resolver
un problema de Optimizacion de costes de servicios: “Dados tres
pueblos, dénde construir un hospital de manera que el camino total
que deberan recorrer las ambulancias sea minimo”. Se trata de
localizar el punto de Fermat. En una mesa-maqueta hay colocados
tres pueblos y en cada uno de ellos un punto (un agujero) que los
representa. Por cada agujero se ha pasado un hilo. En los extremos
de los hilos que caen por debajo de la mesa, se han colocado tres
pesos iguales; El otro extremo de los hilos se han juntado con un
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nudo en la parte de arriba de la mesa. Al elevar la cuerda y soltarla
nuevamente, el nudo se coloca en el punto de Fermat.

3. Localizamos el punto de Fermat geométricamente
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5. CONCLUSIONES GENERALES

La tensidn superficial es la causante de la forma esférica de los
liquidos

Una burbuja en el aire siempre es esférica.

Las pompas esféricas son una prueba del teorema que dice: de todos
los sdélidos de volumen dado, la esfera tiene una superficie de area
minima.

Cuando las pompas estan libres intersecan perpendicularmente con
las superficies que las limitan o las que las soportan.

Cuando unimos dos pompas de jabon de distinto tamario el aire pasa
de la mas pequeia a la mas grande.

Las superficies minimales son aquellas de energia potencial minima.
Son las mas estables y se pueden materializar en peliculas de jabon.
Las peliculas mas estables son las planas pero a veces aparecen otras
que son como una silla de montar.

Las peliculas de jabon que se forman en las estructuras cerradas se
colocan de manera que la tension o fuerza sobre todos los puntos de
la estructura sean iguales.

En equilibrio estable sobre una arista pueden concurrir Unicamente
tres superficies que se intersecan en angulos de 120°.

En las estructuras tridimensionales cuando las laminas jabonosas
hacen minima el area del sistema, las laminas no estan libres ya que
se apoyan en los contornos de la figura. Cada tres se cortan en una
arista que sera una linea. Cada par de estas laminas forman al
cortarse angulos de 120° .

En un punto solo pueden concurrir 4 aristas que se forman por la
interseccion de tres superficies. En dicho punto, el a&ngulo que forman
cada par de aristas es de 109° 28’
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