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1.- INTRODUCCION

Nos encontramos, afio tras afo, frente a un problema vital para la decoracion
de las fiestas mas derrochadoras del afo: la Navidad. Resulta que, afio tras
afio, ponemos el belén, como millones de personas del mundo. Normalmente
ponemos el portal en la cajonera del salon, entre les candelabros y un florero
vacio. Solemos poner a la familia honrada en el centro, a los reyes detras del
todo, y a los pastorcitos supervivientes de afios anteriores junto a ellos. Al final
de todo nos aguarda lo mas importante: la estrella. ¢ Cémo van a guiarse los
Reyes Magos sin ella? Pero claro, la tenemos que colgar.

No me siento capaz de enumerar todas las formas posibles en las que mi pobre
estrellita ha ido a parar al suelo. Solo puedo decir con toda seguridad que
pegarla al techo fue la Unica solucion, aunque cutre, de mantener a la brillante
guia en lo alto. Pero este afio estamos hartos. Queremos colgar la estrella de
una manera decente, sin celofan ni cola blanca. Queremos que caiga del techo
sujeta a un hilo. El problema es, ¢por donde pasamos el hilo? Porque, claro
estd, no vamos a agujerear a la pobre estrella cual queso cheddar, desde
luego.

Asi pues preguntamos a nuestro querido primo estudiante de fisicas, y nos
respondio6:

- Tenéis que colgarla de un extremo, dejarla colgar a su bola (asi de fino
es el chaval) y trazar una perpendicular al suelo. Después la colgais de
otro extremo y hacéis lo mismo. De donde se crucen tenéis que hacer el
agujero porque ese es su “baricentro”.

Pero no estabamos dispuestos a hacer malabarismos sobre una escalera en
medio del saldn, asi que nos propusimos hallar un método para saber el punto
de equilibrio de la estrella.



2.- PLANTEAMIENTO

Sabiamos que el punto de equilibrio de un triangulo es el baricentro del mismo,
porque en clase s6lo nos habian ensefiado a hallar este tipo de puntos en
triangulos. De modo que se nos ocurrio dividir la estrella en estas figuras
geomeétricas sobre un papel cuadriculado, creando de esta manera 14
triangulos dentro de la misma. Los lados de la estrella eran todos rectos, sin
curvas, de modo que alli en aquellos 14 triangulitos estaba todo y habia que
averiguarlo. Ademas, bien pensado asi como los tres vértices de un triangulo lo
definen, los vértices de la estrella, los salientes y los entrantes, la definen y
todo cuanto pudiera afirmarse de ella debia poderse calcular a partir de la
posicion de sus veértices. Su punto de equilibrio, su baricentro, debia poderse
establecer a partir de la posicién de sus vértices jCuanta razén teniamos!, otra
cosa es que fuese facil, pero de eso va esta historia.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA: Se desea establecer un procedimiento
para determinar la posicion del baricentro de un poligono general.

Nos propusimos hallar el baricentro de cada uno de los triangulos. Podiamos
obtener este punto mediante la férmula de mediatrices dada en clase, sacando
Su ecuacion como rectas y obteniendo su punto de corte, pero como somos
unos inconformistas natos, le dimos vueltas y vueltas hasta encontrar a una
férmula del baricentro que nos convenciera. Como nos suponiamos la posicion
del baricentro debia depender de la posicion de los vértices Y jpremio!
Encontramos una demostracion de que la posicion del baricentro es la media
de las posiciones de los tres vértices, por lo que de momento estdbamos
salvados.

Pero antes de nada visualizamos el planteamiento usando el programa “Regla
y Compas” que encontramos que era de uso libre. Dibujamos la estrella,
trazamos tridngulos y construimos una macro “BARICENTRO” a base de cortar
las medianas, que luego aplicamos a cada triangulito.
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DEFINICICN DE LA MACRO "BARICENTRO"




3.- NUDO

RECORDATORIO: El teorema de Tales dice los segraepuie delimitan rectas paralelas sobre d
rectas secantes, son proporcionales.

PROPOSICION: Las mediatrices de un triangulo se tam en su baricentro, quien las divide en
dos segmentos de longitud 2/3 y 1/3 del total.
DEMOSTRACION: En el triangulo ABC ocurre que unimos dos puntodiasede lados.

a) # El segmento C'B” es paralelo al segmento BC yaetjsgegmento AC” es a AB lo que AB’
AC.

% El segmento C'B” es la mitad del segmento BC posspggin el teorema de Tales, si C” esta ¢
mitad de AB, C'B’ es la mitad de BC, ya que somsatps proporcionales.

A\ fA\
¢! & ¢! E'
E < A&N <
A 2 A

b) # Sea Baricentro = punto G
Sea M = mitad del segmento BC
Sea N = mitad del segmento CG

# El segmento MN es paralelo al segmento BC porgagun Tales, el segmento GM e:
segmento GB lo que el segmento GM es al segmento GC

# Dado que el segmento GM es la mitad del segmeBie@onces por Tales el segnto MN e
la mitad del segmento BC. (Es decir, GM es a GumMN es a BC)

# Si tanto el segmento C'B” como el segmento MNasomtad y paralelas del segmento E
concluimos que ambas son iguales y paralelas eshtre

% Asi podemos formar el paralelogramo C'B"MN cuyaerde las diagonales es el baricentro.
c) # El baricentro, entonces, esta en la mitad del ssgmB"M. Como hemos dicho que M esta ¢
mitad del segmento GB, concluimos también que:

EL BARICENTRO ESTA A 1/3DEB" Y A 2/3 DE B.




PROPOSICION El baricentro de un triangulo se sitda en el puminedio de los vértices, esto es

Siendo G=(Gx,Gy); Gx=(Ax+Bx+Cx)/3 , Gy= (Ay+Bgy)/3

S

>

DEMOSTRACION

Coordenadas de B 8,,B, y coordenadas de , entonces l&oordenada

g 2% tCx A*GC
2 2

del baricentro sera:
B +g[(m_8 sz L 2A +2C, 2B, _ 6B, +2A, +2C, - 4B, _
X X X
6

2 3 6 N
_2A, +2B,+2C, _ A, +B, +C,
6 3

Y la coordenaday sera:

B+g A,+(:Y_B :B+2AY+2CY_ZBY=GBY+2A(+2CY—4BY:
Y3 2 v v 6 3 6

_2A +2B, +2C, _ A +B, +C,
6 3

ASI QUE EL BARICENTRO ES LA MEDIA DE LOS TRES PUNDB UN TRIANGULO, ES
DECIR:

Sroy= A tBtCx ATRAC,




Utilizando esta ultima férmula pudimos hallar los baricentros, obteniendo lo
siguiente:

[VERTICES XV
P1 11,7 11
P2 94 18
P3 74 04
P4 78 23
P5 58 3
P6 8 35
P7 05 51
P8 29 57
P9 175
P10 32 64
P11 1,1 98
P12 86 4
P13 9 63
P14 9,7 42
P15 11,5 5
P16 10,2 3

T1:P10,P11,P12 1,1 98 32 64 86 4

T2:P8,P9,P10 1 7% 32 64 29 57
T3:P10,P6,P12 3,2 64 8 35 86 4
T4:P8,P5,P7 2,9 57 58 3 05 51

T5:P10,P8,P6 3,2 64 29 57 8 3,5
T6:P12,P13.P14 8,6 4 9 6,3 9,7 42
T7:P12,P6,P4 8,6 4 8 35 78 23
T8:P4,P6,P5 7,8 23 8 35 58 3

T9:P12,P4,P14 8,6 4 78 23 9,7 4.2
T10:P16,P4,P14 10,2 3 78 23 9,7 4.2
T11:P15,P16,P14 11,5 5 10,2 3 9,7 4,2
T12:P16,P2,P4 10,2 3 94 18 78 23
T1i3:P1,P2,P16 11,7 11 94 18 10,2 3

T14:P3,P2,P4 7,4 o4 94 18 78 23

Ya teniamos las coordenadas de los baricentros, que se corresponden con las
columnas media x y media y. Nos dimos cuenta, con el paso del tiempo, que lo
gue realmente teniamos era 14 baricentros diferentes, y no un unico baricentro,
gue era lo que realmente buscdbamos. Para hallar un Unico baricentro
teniamos que tener en cuenta las masas de cada triangulo, que en este caso
se corresponderian con las areas de los mismos. Para hallar el &rea de los
triangulos utilizamos la férmula siguiente:
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donde Px1 y Pyl se corresponden con las coordenadas del vértice 1, Px2 y
Py2 con las del vértice 2, y Px3 t Py3 con las del vértice 3, la cual demostramos
mediante lo siguiente:

Area de un triangulo cuyos vértices son dados.

Si los vértices del triangulo sof (X,Y;), B(X.Y,) y B(X,Y;) siguiendo

el dibujo siguiente, su area sera el area del patig. mas el area del poligono 2
menos el area del poligono 3. Como los tres potig@on trapecios ortogonales
cada area sera su base por la semisuma de lassaltor lo que sus valores son:

1: POL: M1 PL, P3 M3: YlZYS X, - X,)

2: POL: M3 P3 P2,|\/|2:Y3L2Y2[(x2 - X,)

A ‘|2'Y2 [(Xz - xl)

Sumando 1y 2 y restando 3 queda:
1 (Yl D(s _Yl D(l +Y3 D<3 _Y35D<1 +Y3 D(z _Ys D(s +Y2 D)<2 _Yz D(s _Y1 [X
2 (+Y1D(1_Y2 D(2+Y2 D(l):

3:POL: M1, PLP2,M2:

A:%(X1Y2 + X2Y3 + X3Y1 - X3Y2 - X2Yl - X1Y3)

Esta férmula también puede ser representada cordetarminante, para hacer
mas sencillo su calculo:

1

X

AZEX
2

X

Bt
[ B Gy

3
La cual aplicaremos en su valor absoluto.




Y asi,

mediante ésta férmula, obtuvimos

los siguientes datos,

que

corresponden con las areas de los triAngulos. Usamos la funcién ABS de Excel
para asegurarnos de que las areas resultaban positivas.

T1:P10,P11,P12
T2:P8,P9,P10
T3:P10,P6,P12
T4:P8,P5,P7
T5:P10,P8,P6
T6:P12,P13.P14
T7:P12,P6,P4
T8:P4,P6,P5
T9:P12,P4,P14
T10:P16,P4,P14
T11:P15,P16,P14
T12:P16,P2,P4
T13:P1,P2,P16
T14:P3,P2,P4

3,2
2,9
3,2
8,6
8,6
7,8
8,6
10,2
11,5
10,2
11,7
7,4

Sy 2

5,8
2,9

7,8
7,8
10,2
9,4
9,4
9,4

6,4
3,5

5,7
6,3
3,5
3,5
2,3
2,3

1,8
1,8
1,8

2,9
8,6
0,5

9,7
7,8
5,8
9,7
9,7
9,7
7,8
10,2
7,8

2,3




4.- Y DESENLACE

Baricentro de un conjunto de triangulos

El baricentro global, como punto donde se equilidas pesos de los triangulos (que equivale ¢
areas) se puede encontrar promediando las posicidmdos baricentros de los triangulos pes
segun sus areas.

GoGilA*+.+G,lA,
A+t A,

Es decir,

En esta expresion G es la posicion del baricentabal) (Gx,Gy) que queremos determir
G1(G1x,Gly) y los demas son las posiciones dedosdntros de cada triangulo. Al y las demas
las areas de cada triangulo, que suman el ardaléola figura global.

Este resultado es extensible a cualquier compas@@éareas. Y no es mas que la media pondere
las posiciones de los baricentros utilizando coesop las areas de sus triangulos.

Es sencillo probarlo para un conjunto de masasupied en una dimensién. La condicion para que
columpio esté equilibrado es que la palanca, el emo) que hacen los pesos a ambos lados del p
de apoyo sea el mismo, es decir, contando cogmbsgue sumen cero:

2 P*(X-G)=0,
donde sacando el factor comin GX P*X; — G* > P=0

y despejando G queda, XB. X/ 2 P

es decir la posicion del punto de equilibrio emkdia ponderada de las posiciones de las masas.

X=05 X=15 X=3.5 “=5 X=6 A=7.5
S5KG 1KG 2KG 3KG 2KG 1KG

sumap 140
suma x*p 45,5
G=suma x*p/suma p=3,0

un
unto
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Asi pues ya estdbamos en condiciones de calcular la posicion del baricentro del
conjunto de triangulos que componian la estrella.

T1:P10,P11,P12
T2:P8,P9,P10 1 7% 32 64 29 57
T3:P10,P6,P12 3,2 64 8 35 86 4
T4:P8,P5,P7 29 57 58 3 05 51
T5:P10,P8,P6 32 64 29 57 8 3,5
T6:P12,P13.P14 86 4 9 6,3 9,7 42
T7:P12,P6,P4 86 4 8 35 78 23
T8:P4,P6,P5 78 23 8 35 58 3
T9:P12,P4,P14 86 4 78 23 9,7 4.2
T10:P16,P4,P14 10,2 3 78 23 9,7 4.2
T11:P15,P16,P14 11,5 5 10,2 3 9,7 4,2

3

1

0

6,66
0,93
2,07
4,11
2,12
1,22
0,31
1,27
0,86
1,62
1,28
1,16
1,66

T12:P16,P2,P4 10,2 94 18 78 23
T13:P1,P2,P16 11,7 94 18 10,2 3

1
4 94 18 78 23

T14:P3,P2,P4 7,4 1,62
area
total 26,89
Es decir, redondeando, que las coordenadas del baricentro de mi estrella de
belén son:
G=(6.20, 4.57)

BART CENTRO

P10 =(3.2,64) F13=(9.0,6.3)

P8 =(2.9,5.7)

-
o
@

|

Ya sabiamos donde colgar la estrella para que, de aqui en lo sucesivo, se
mantenga colgada del techo para guiar a nuestros pequefios Reyes Magos.
Porque eso, al igual que las piadosas mentiras contadas en Navidad para
mantener vivo un espiritu carcomido por la avaricia y la comercializacion, no es
mas que un suefio, una ilusion.
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-OBJETIVOS

El objetivo de este trabajo es obtener férmulas sencillas para el baricentro y el
area de un triangulo, y obtener el baricentro de una figura compleja a partir de
su descomposicion en figuras simples.

-CONCLUSIONES

Se ha establecido un procedimiento para calcular la posicion del baricentro de
un poligono estrellado. Esto se logra mediante su descomposicion en
triangulos, el célculo sencillo del baricentro y el area de cada triangulo, y por
altimo, obteniendo la media de las posiciones de los baricentros ponderada con
las areas de los triangulos.

-RESULTADOS

Se ha seguido el procedimiento explicado en el apartado “conclusiones” de
modo grafico utilizando el programa “circulo y compas” de libre uso
representando y descomponiendo la estrella en tridngulos y definiendo la
macro baricentro. También se ha compuesto una hoja de calculo Excel donde a
partir de los vértices se calcula los baricentros de los triangulos y sus areas. Y,
finalmente el baricentro de la estrella, que se corresponde con: (6.5, 4.3).
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-PSEUDONIMO

Nuestro trabajo quiere hacer honor a tres grandes matematicos que, a su vez,
ilustran los campos de la ciencia que hemos empleado a la hora de hacer
nuestro trabajado baricentro. Asi pues, para ellos es, para Descartes, Pitagoras
y Euclides.

Despiteu.
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