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GEOMETRIA EN DIMENSION NO
CONVENCIONAL:
SOLIDOS EN EL HIPERESPACIO

LOS TETRAICOSAEDROS



INTRODUCCION

Vamos a hacer un estudio de la geometria euclidea en espacios de dimensién no convencional, es decir,
distinta de 2 y 3. Dada la extension de este tema, nos vamos a centrar inicamente en el estudio de
geometrias de dimension natural, y especialmente en el analisis de poliedros regulares y semirregulares.

De esta manera el trabajo se centrara en:

[ 1)

Estudio de los Solidos Platonicos en dimension “n

Generalizacion de los Solidos de Kepler-Poinsot para dimension “n”
Analisis sobre el nimero de Solidos de Arquimedes en dimension “n” y generalizacion de
sus caracteristicas

Definicion de los s6lidos de Catalan de dimension “n” a partir de los sélidos de Arquimedes

€69

Expresion general que defina cualquier so6lido semirregular de dimension “n

ANTECEDENTES

Aunque sabemos que existe cierta bibliografia sobre los temas que tratamos, hemos decidido no basarnos
en ella para realizar nuestro trabajo, partiendo de cero y inicamente comprobando algunos de nuestros
resultados una vez acabado este.



CONCEPTOS PREVIOS DE LA GEOMETRIA DE DIMENSION MAYOR QUE 3

Dado que la geometria de dimensién mayor que 3 dista en algunos aspectos de la geometria convencional es necesario hacer ciertas
aclaraciones y generalizaciones sobre algunos términos que se utilizaran mas adelante.

Mediatriz: Lugar geométrico de los puntos del hiperespacio de dimension n que equidistan de un conjunto de k puntos.
El resultado es un hiperplano de dimensién n-k+1.

Angulo diedro: Para dimension n se define a partir de dos rectas o de dos superficies de dimension n-1 que se corten. En el primer
caso, si consideramos un vector director de cada recta, sean ﬁ, V .El angulo ¥ que forman queda definido por:
uv
 =arccos| 7
7]
En el caso de los planos, se consideran los vectores perpendiculares a cada uno de ellos y el angulo formado por estos es el formado

por los planos.

Concavidad-convexidad: Un solido es convexo cuando sus caras son convexas y todos los angulos diedros internos al mismo son
menores de 180°. En caso contrario el sélido es concavo.

Envolvente convexa de un conjunto de puntos: Menor conjunto convexo que contiene a dichos puntos. A partir de esta definicion, se
puede dar una nueva definicion de solido convexo como aquel en el que la envolvente convexa del conjunto de sus vértices es igual
al conjunto de los puntos de su interior o superficie.

Dualidad: A partir de un so6lido de dimension n definimos su dual como el sélido n-dimensional resultante de sustituir las caras de
dimension k del primero por caras de dimension n-k-1, manteniendo la disposicion relativa de las mismas.
A partir de esta definicion, podemos considerar las siguientes propiedades:

- Como los angulos diedros son iguales, los angulos de las caras y los angulos diedros del dual son iguales.

- Como los poligonos son regulares y las caras indistinguibles, los vértices del dual son indistinguibles.

- Como las aristas son iguales, los sélidos de las caras del dual son regulares.

- Como el poliedro es convexo, el dual también es convexo.

Teselacion: Estructura de sélidos de dimension n tal que dos sélidos no se solapan, cada solido comparte cada una de sus caras de
dimension n-1 con otro y el hiperespacio de dimension n en que estan contenidos queda cubierto sin huecos.

Numero de teselacion: Nimero maximo de solidos de dimension n tal que se pueda formar una estructura tal que dos sélidos no se
solapan y cada solido comparte cada una de sus caras de dimension n-1 con otro.

Volumen: Definimos el volumen en dimension n encerrado entre una grafica X, = f (xl s Xgseees X, g ) y el hiperplano

X, =0 como el resultado de la siguiente integral definida:

n
X'n—l X'n—2 X'l
V= L{H LH ...UXI F(x, %00 x,_, )d, j...)dxn_z jdxn_1

SOLIDOS DE PLATON

Definicién:
Denominamos sélido de platon o sélido regular, por extension a los de dimension 3, a todo aquel sélido n- dimensional que cumpla
las siguientes condiciones: 5 -
- Si n=2, tomamos los poligonos regulares
- Para n>2, esta formado por solidos de platon de dimension anterior iguales
- Todas las distancias entre vértices unidos por aristas son iguales
- Todos los angulos diedros entre caras de dimension n-1 son iguales
- Los vértices son indistinguibles, es decir, a cada vértice le llega el mismo
numero de caras de cualquier dimension

Corolario:
Debido a la regularidad, todo solido de Platon:
- Tiene simetria radial
- Es inscriptible en una esfera de dimension n-1

Demostracion:

Para dimension 2, resulta trivial. Tomamos dos aristas consecutivas AB , BC y sus correspondientes mediatrices 0)74 . ON .

Tomamos ahora la siguiente arista CD , cuyo punto medio es P. Como ABC = BCD y

AM = MB = BN = NC = CP = PD 1os trisngulos AOM, MOB, BON, NOC, COP y POD son iguales, con lo que
OA=0B=0C=0D.



Ahora supongamos que se cumple para todos los solidos platonicos hasta dimension n. Los poliedros de dimension n+1 estaran
formados a partir de poliedros de dimension n. De esta manera, los vértices de cada cara de dimension n seran equidistantes a la
mediatriz de la cara (recta perpendicular por su punto medio).

De forma analoga al caso anterior, tomemos dos caras adyacentes, a cuyos puntos medios llamamos M y N. Como son iguales, sus
mediatrices estan en el mismo hiperplano de dimensién n, y por tanto se cortan en un punto O. Ahora tomemos una tercera cara,
adyacente a una de las anteriores. Sean B y C los puntos medios de las caras de dimension n-2 comunes a las dos primeras caras y a
la segunda y la tercera respectivamente y P el punto medio de la tercera. Ahora podemos actuar de la misma manera que hicimos en

2D, deduciendo asi, que OM =ON =0P , con lo que todos los vértices de esas caras equidistaran de un centro O.

Ademas, podemos afirmar que el baricentro y el circuncentro coinciden.

Esto se demuestra facilmente considerando los vectores que van del circuncentro a los vértices.
Como todas las distancias son iguales, los modulos son iguales, y como la figura tiene simetria
radial, la suma sera cero, lo que corresponde a la definicion de baricentro.

Propiedad: Si un soélido es regular, su dual también es regular.

Se demuestra de forma directa a partir de las propiedades de los duales descritas anteriormente.

Hipotesis:
En cualquier dimensién n se cumple que si A es dual de B, entonces B es dual de A.

Demostracion:
Para probarlo, tomemos un solido platonico de dimension n (A). Construimos su dual (B) uniendo los puntos medios de sus caras.
A continuacion unimos los puntos medios de las caras del dual, es decir, hacemos el dual del dual (C).

Por definicion, B es el dual de A. Si, ademas A fuera el dual de B, entonces C seria semejante a A. Como son concéntricos y los ejes
de simetria de B son comunes a ambos, tendriamos que cada punto de C estaria en la perpendicular por A a la cara correspondiente
de B, es decir, que el centro de los poliedros (O), cada vértice de C y su correspondiente de A estarian alineados sobre una recta que
seria perpendicular a la cara de B y la corta en su centro.

Dado que A, B y C son simétricos, solo es necesario considerar un vértice de A y las caras que contienen a ese vértice para la
demostracion.

Tomamos un punto X en A. Sean las caras que lo contienen X, , X, ,...X, y sean sus centros Yl , Y 25ee Y & - Por la definicion de

dual, los puntos Yl , Y 25ee Y, 4 estan unidos y forman una cara, y, cuyo centro es Z. Sea, ademas, O el centro del poliedro A.
Por la definicion antes dada, X esta en A, Yl s Lyt Y,  bertenecen a By Z es un vértice de C.

Por ser A un solido platénico, X equidista de Yl , Y 25ee Y, , es decir, esta sobre su mediatriz. Como Z y O también estan a la

misma distancia de Yl , Y 550t Y, , eso significa que también deben estar sobre su mediatriz, con lo que X, Z y O estan alineados.

Por la definicion de mediatriz, se cumple, ademas, que XO es perpendicular a y, con lo que se demuestra que si A es dual de B,
entonces B es dual de A.

Cabe destacar que esta demostracion es aplicable a cualquier dimension del espacio solamente trasladando los puntos al sistema de
referencia apropiado.

Ahora, consideraremos los distintos sélidos platonicos, su estructura y un estudio de sus caracteristicas a partir de la geometria
analitica y combinatoria.

HIPERTETRAEDRO

Definicion:

Soélido platoénico que cumple las siguientes condiciones:
1) Un hipertetraedro de dimension n tiene n+1 vértices.
2)  Cualesquiera i+1 vértices estan en el mismo plano i-dimensional y forma un tetraedro de dimension i.
3)  Ningin grupo de i vértices esta en el mismo plano k-dimensional si i>k+1.
4)  Todos los puntos de un hipertetraedro son equidistantes
5)  Todo grupo de i+1 puntos de un tetraedro se pueden inscribir en una superficie esférica de dimension i-1

Nota: (2) se deduce de que, por (5), los i+1 puntos estan sobre la superficie esférica de dimension i-1 y de que toda esfera de
dimension i-1 esta en un plano de dimension i.
(3) se deduce de (4) y (5), ya que el maximo niimero de puntos equidistantes sobre una superficie esférica de dimension i-1 es i+1



Construcciéon de un hipertetraedro de dimension n+1 a partir de uno de dimension n:
Por (1), el nuevo tetraedro tendra n+2 vértices

Dado que por (2), n+1 vértices cualesquiera de un tetraedro n+1 dimensional estan sobre el mismo plano n dimensional y forman un
tetraedro de dimension n, podemos tomar el tetraedro n-dimensional y afiadir un vértice mas (punto X) para obtener el n+1-
dimensional.

Por (3), el otro vértice estara fuera del plano n-dimensional de los otros.

Por (2), cualesquiera 2 puntos del sélido deben estar sobre una recta (plano de dimensién 1), luego el nuevo vértice debe estar unido
a todos los anteriores.

Por lo tanto, si S; es el nimero de aristas de un tetraedro de dimension i, tenemos:

S, =8, +i
De donde deducimos que:

" ii+1)
S, =Zk=T
k=1

Una arista es un plano de dimension 1. Si generalizamos para k, por (1) y (2) tenemos que, si Sk es el nimero de caras de dimension
k que tiene el tetraedro de dimension i, entonces S;x debe ser el numero de subconjuntos de i+1 elementos tomados de k en k, es
decir:

i+1
Si,k k
Por otro lado, vamos a intentar encontrar la posicion del nuevo punto con respecto al tetraedro de dimension n.

Sabemos que X equidista de los otros n+1 puntos, luego X estd sobre la mediatriz de los otros
puntos. Entonces, X esta sobre una recta perpendicular al plano n-dimensional formado por los
otros n+1 puntos. Como el centro de la superficie esférica a la que pertenecen los n+1 puntos
esta sobre su mediatriz (es su mediatriz en el espacio de dimension n) la recta que buscamos es
la perpendicular al plano por ese centro.

Ahora, sean los vértices del hipertetraedro:

X, Xy X0y Xy

Si tomamos que la Gltima coordenada de los k primeros vértices es cero, tenemos que el vértice
k+1 comparte las k-1 primeras coordenadas con el circuncentro de los k primeros vértices, ya

que ambos estan sobre la misma perpendicular al plano X, = 0.

Por otro lado, como el hipertetraedro es un poliedro regular, su circuncentro coincide con el baricentro. Llamemos a este punto G.
Sabemos, por propiedad del baricentro, que la suma de los siguientes vectores libres es el vector nulo:

GX,+GX, +..4GX, =0

Si descomponemos cada uno de los vectores anteriores en cada una de las direcciones del hiperespacio tenemos que la suma de
todas las componentes debe ser 0. Por lo tanto tenemos que:
—

GX,,+GX,, +.+GX, =0

Ademas, como los k-1 primeros vértices estan en el mismo plano de dimensioén k-2 (el plano X, = X, ;| = 0 ), si la coordenada

k-ésima del punto Ges ) y la de el k-ésimo puntoes X, _; , entonces tenemos que la componente del eje X _; delos k-1

primeros puntos tiene sentido contrario a la del k-ésimo punto. Por ello, podemos escribir:

‘GXW‘ +GX,, GX,,,|=|GX,,

+...+

Por otro lado, dado que G coincide con el circuncentro, y que, como ya hemos dicho, los k-1 primeros vértices estan en el mismo
plano de dimensién k-2 tenemos que todas las componentes de estos puntos son iguales entre si e igualesa ) .

De esta manera podemos escribir:

‘GXW‘+ @ +...+‘GXk_1,y

= (k=1)y

‘GX,W =‘0Xk,y -|0G,| =%, -




De donde obtenemos que:
(k=Dy=x_ -y

Es decir, que:

Xy =ky

Ahora, a partir de las ecuaciones que ya teniamos del hipertetraedro, podemos deducir una formula recurrente para el n-ésimo
vértice:

Sea el tetraedro de dimension n-1 con n vértices. La distancia del n-ésimo al n-1-ésimo es 1, y como ya hemos dicho antes, las n-3
primeras coordenadas son iguales, con lo que tenemos que:
2

X 2
X, ——— | +tx; =1

Y despejando X, queda:

k_l 2' 2
)

Sustituyendo X _; por su valor tenemos:

x, =,/1-

2 2
FY (A=) e )

k k-1 k k

k-1 2+ k-2Y

Xi2

x, = |1-

Sustituyendo repetidas veces el valor de la x y tomando X; = 1 llegamos a la expresion:

R G- 4 (k=2 — ()2 4 (D 20

k k k

Si tomamos los sumandos dos a dos, tenemos una diferencia de cuadrados. Sabemos que la diferencia de cuadrados es igual a la
suma por la diferencia, pero como tomamos términos consecutivos, la diferencia es 1, con lo que el sumatorio inicial se transforma
en una suma de naturales consecutivos. Existen entonces dos casos:

Si k es par, entonces hay un niimero entero de parejas y podemos expresar X como:

S0 [k(e+))
} A == )+ 22 -1) ;l_ 2 k+1

k .k 2k

Si k es impar, tenemos:

o S [ete+)
-2 ;le ?:\/ > :\/k+1
k k

X, =
k k 2k

De esta manera, los vértices del hipertetraedro quedan definidos asi:

El vértice X 4 de un hipertetraedro de dimension n tiene de coordenadas:

n—k—1

Y = X Xy X; X1 0.0

kT T T s T ey ,xk, yeees
23 i+1 k

Donde X, X,,..., X, sonlos k primeros de la sucesion antes definida.
Si sustituimos cada término por su valor obtenemos:

i-1
—— n—k—

11 1 1 k1 o=
27127 2+ ) 2k -1y N 2k T

X, =



HIPERCUBO
Definicion:
Sélido regular definido a partir de la estructura del cuadrado de 2D y el cubo de 3D y que cumple que:
1)  Dos aristas o dos caras de dimension n-1 cualesquiera siempre son paralelas o perpendiculares
2)  Las caras de dimension k son hipercubos de dimension k.

Consideramos que un cubo de dimension n se forma duplicando el cubo de dimension n-1 y uniendo cada par de vértices con una
pp  arista. De esta forma nos aseguramos que todas las aristas sean perpendiculares, ya que

. todas las de las caras lo son y las nuevas las tomamos perpendiculares al espacio de
dimension n-1 que contenia al hipercubo anterior. Consideramos un punto como cubo de
dimension 0. De esta manera, en general, las coordenadas de los vértices de un hipercubo

n

de dimensiénn son | & l,il,.. ,il y el niimero de vértices es, por tanto, 2"

A partir de esta construccion podemos dar una nueva descripcion de la estructura del
hipercubo. El hipercubo estaria formado por una cara de dimension n-1 inicial alrededor
de la cual se colocaria un anillo de hipercubos de dimension n-1 tales que cada uno de
ellos comparte exactamente una cara de dimension n-2 con el hipercubo inicial.
Finalmente, cada una de las caras de este anillo comparte otra cara de dimension n-2 con un ltimo hipercubo, cuyas coordenadas
son las mismas que la del inicial a excepcion de la Gltima, que cierra el conjunto.

Si escribimos en una tabla las caras de distintas dimensiones en un cubo de dimension n, tendremos, para los primeros hipercubos:

Cubos/Caras Caras de dimensién 0 1 2 3 4 5 6 7
Cubo de dimensién 0 1 0O 0 O OO0 O0 O
1 2 1 0 0 000 O
2 4 4 1 0 0 0 O0 O
3 8 12 6 1 0 0 0 O
4 16 32 24 8 1 0 0 O
5 32 80 8 40 10 1 0 O
6 64 192 240 160 60 12 1 0
7 128 448 672 560 280 84 14 1

Si en vez de tomar el numero total de caras, tomamos el nimero de caras que se unen en cada vértice, tenemos que:

Cubos/Caras por vértice Caras de dimensién 0 1 2 383 4 5 6 7
Cubo de dimensién 0 i 0 0 0O 0 0 O0 O
1 1 1 0O 0 0 0 0 O
2 i 2 1 0 000 O
3 i1 3 83 1 000 O
4 1 4 6 4 1 0 0 O
5 1 5 10 10 5 1 0 O
6 1 6 15 20 15 6 1 0
7 1 7 21 3 321 7 A1
Para cada cara de dimension m en un cubo de dimension n, llamamos al nimero de caras E -

por vértice C(ﬂ, m) , y tenemos que
C(n,m)=C(n—1,m)+ C(n—1,m—1), puesto que al pasar de una
dimension a la siguiente en cada vértice estan las caras que habia en la dimension anterior

mas las que se forman al trasladar las 711 — 1 -caras y unirlas por una cara de dimension m.

n
Por esto, se sigue que C(l/l, m) =| — |. Luego, si llamamos T(I’l, m) al nimero
m
n
C(n,m)-2" (n
2" m

, y e . . 2m , yo .
numero de vértices que tiene el hipercubo y el nimero de vértices que tiene cada cara.

L , al ser 2" el

total de caras de dimensién m en un n-hipercubo, se sigue que T (I’l, m) =



HIPEROCTAEDRO

Definicion:
Solido platénico dual del hipercubo.

Propiedades:
Como el hipercubo es el dual del hiperoctaedro, y el primero tiene, en dimension n, n caras de dimension n-1 por vértice, tenemos
que el hipertetraedro tiene n vértices en cada cara de dimension n-1.

Si consideramos un vértice del hipercubo, cada cara de dimension n-1 tiene, a su vez n-1 caras de dimension n-2 por vértice, que
debe compartir con algunas de las otras caras de dimension n-1 que hay en el vértice. Por tanto, y dado que no puede compartir dos
con la misma cara, cualesquiera dos caras de dimension n-1 que compartan un vértice comparten una cara de dimension n-1.

De esta manera, al hacer el dual tenemos que si dos caras de dimension n-1 estan siempre unidas por una cara de dimension 2 en el
hipercubo, entonces dos vértices cualesquiera de una cara del hiperoctaedro deben estar unidos por una cara de dimension 1, es

decir, una arista.

Uniendo las dos premisas anteriores obtenemos que las caras de dimension n-1 del hiperoctaedro de dimension n tal como lo hemos
definido deben ser hipertetraedros de dimension n-1.

En cuanto a su estructura, podemos definirla de nuevo a partir de la del hipercubo. Si consideramos la descripcion del apartado
anterior, veremos que en dimension n, el dual de la cara inicial y la de cierre son dos puntos. Dado que las caras del anillo que las
une comparten exactamente una cara de dimension n-2 con el inicial, y que son perpendiculares a esta su figura dual equivale al dual
de las caras de dimension n-2 de la cara inicial, es decir, a un hiperoctaedro de dimension n-1.

Ademas, como las caras inicial y de cierre comparten exactamente una cara de dimension n-2 con cada cara del anillo, al hacer el
dual resulta que los dos vértices correspondientes estan unidos mediante una arista con cada uno de los vértices del hiperoctaedro
inicial.

Podemos establecer un modelo de formacion del octaedro a partir de estas bases:

- El hipercubo de dimension n tiene 2n caras, luego el hiperoctaedro tiene 2n vértices.

. . n ,o. . . n
- El hipercubo tiene 2 vértices, luego el hiperoctaedro tiene 2" caras.

A partir de esto, se puede deducir que el paso de un octaedro de dimension n a otro de dimensién n+1 consiste en aiadir 2 vértices y
conectarlos a los ya existentes de forma que se duplique el nimero de caras.

Podemos, entonces, generar un modelo de hiperoctaedro que cumpla todas las premisas.
Un hiperoctaedro de dimension n y lado 1 viene definido por las siguientes caracteristicas:
Las coordenadas del m-ésimo vértice son:

m—1
A = 0,...,0,¢,0,...,0

[m/2H1 \/E n—{m/2]

Dos vértices Ai , A j estan unidos por una arista si y solo si:
[i/2]=[j/2]

Con esta configuracion, se cumple que el hiperoctaedro tiene 2n vértices.

. n . . I
La prueba de que tiene 2" caras se realiza por induccion:
Para dimension 2 es trivial, ya que el niimero de caras es igual al nimero de aristas, que es 4.
De la misma manera, el numero de caras en dimension 3 es 8, que también se cumple.

Supongamos que en dimension n se cumple. En dimension n+1, las caras de dimension n seran las que se formen uniendo una cara
de dimension n-1 del hiperoctaedro de dimension n con uno de los vértices nuevos.

Como la figura es simétrica y hay dos vértices nuevos:
1
N°caras,,, =2-N°caras, =22" =2""

Como queriamos demostrar.



EL TETRAICOSAEDRO

Definicion:
Solido platonico de dimension n>3 cuyas caras son hiperoctaedros de dimension anterior.

Propiedades:
Mas adelante demostraremos que, en realidad, existe un unico solido de estas caracteristicas, que aparece en dimension 4 y cuyas
caras son octaedros de dimension 3. Partiendo de esta base vamos a deducir las caracteristicas de este cuerpo.

En primer lugar, podemos ver que el nimero de octaedros por vértice debe ser menor o igual que siete, ya que este es el nimero
maximo de octaedros iguales de dimension 3 que pueden situarse de forma que sean disjuntos dos a dos y compartan un mismo
vértice.

Por otro lado, sabemos que el dual de este solido debe ser otro solido regular. Como el
tetraicosaedro tiene menos de 8 caras por vértice, entonces el solido dual debe tener
menos de 8 vértices por cara, es decir, sus caras deben ser tetraedros u octaedros.

Es imposible que su dual esté formado por tetraedros. Si se diera el caso, en cada
vértice del tetraicosaedro tendria 4 octaedros que deberian compartir una cara de
dimension 2 dos a dos, y esto es geométricamente imposible.

Por tanto, su dual esta formado por octaedros, es decir, es un tetraicosaedro. Como
hemos dicho que solo hay uno, deducimos, por tanto, que debe ser autodual.

Ademas, como hay 6 octaedros por vértice, cada uno de ellos debe de compartir una
cara de dimension 2 con otro.

Con estas dos condiciones podemos analizar una posible estructura para el
tetraicosaedro.

En primer lugar, consideramos un octaedro inicial. Adyacentes a cada una de sus caras debe haber, por lo anteriormente dicho otros
8 octaedros, y dado que con esa configuracion solo se tienen 5 octaedros en cada vértice es necesario que haya otro octaedro mas
por cada vértice, que sea ademas adyacentes a cada uno de los correspondientes de las caras.

Operando de igual manera en cada uno de los vértices que vamos formando, encontramos una estructura posible para el
tetraicosaedro formada por 5 anillos de octaedros:
- En el primer anillo, el octaedro inicial.
- Alrededor de este, adyacentes a sus lados, 8 octaedros.
- En los huecos del segundo anillo, y compartiendo un vértice con el octaedro inicial y cuatro de sus caras con
octaedros del segundo anillo, 6 octaedros.
- Un tercer anillo con otros 8 octaedros que comparten tres de sus caras con los del tercer anillo, tres de sus caras
entre ellos, una cara con los del segundo anillo y otra con el del quinto.
- En el quinto anillo, un octaedro de cierre que comparte todas sus caras con los octaedros del cuarto anillo.

El criterio de dualidad se cumple a la perfeccion, ya que nuestro solido tiene 24 caras de dimension 3, 36 caras de dimension 2, 36

aristas y 24 vértices. Ademas, se comprueba de forma sencilla que cumple todos los criterios de regularidad propios de los solidos
platonicos, con lo que corresponde al tetraicosaedro.

HIPERDODECAEDRO

Definicion:
Sélido platonico de dimension n>3 cuyas caras son hiperdodecaedros de dimension anterior.

Propiedades:

Al igual que con el tetraicosaedro, mas adelante demostraremos que, en realidad,
existe un unico soélido de estas caracteristicas, que aparece en dimension 4 y cuyas
caras son dodecaedros de dimension 3. Partiendo de esta base vamos a deducir las
caracteristicas de este cuerpo.

En primer lugar, podemos ver que el nimero de dodecaedros por vértice debe ser
exactamente cuatro, ya que este es el nimero maximo de dodecaedros iguales de
dimensién 3 que pueden situarse de forma que sean disjuntos dos a dos y compartan
un mismo vértice.

De esta manera, sabemos que su dual debera ser un solido formado a partir de
tetraedros de dimension 3. Por ello deducimos que los cuatro dodecaedros que se
junten en cada vértice deberan ser adyacentes dos a dos.

De forma analoga al caso del tetraicosaedro encontramos una estructura posible
para el hiperdodecaedro formada por 9 anillos de dodecaedros:

- En el primer anillo, un dodecaedro inicial

- Adyacentes a las caras del inicial, 12 dodecaedros

- En los vértices del inicial, y adyacentes a los del segundo anillo, 20 dodecaedros

- En los huecos dejados por el segundo y el tercer anillo, 12 dodecaedros mas



- Un anillo central formado por 30 dodecaedros, resultado de la siguiente relacion:
o  Cada uno de los 20 dodecaedros de los vértices tiene 3 caras sin compartir
o Colocamos un dodecaedro en el 5° anillo uniendo dos caras de dodecaedros del 3°, cubriendo, ademas,
los huecos de los dodecaedros del 4° anillo
- Sexto anillo simétrico del 4°, con 12 dodecaedros
- Séptimo anillo cubriendo los huecos del sexto con 20 dodecaedros
- Octavo anillo de 12 dodecaedros simétrico del 2°
- Finalmente en el noveno anillo, el dodecaedro de cierre

Nuestra figura resultante tiene, por tanto, 120 caras de dimension 3, 1200 caras de dimension 2, 1200 aristas y 600 vértices.

Dada la complejidad de encontrar un patrén en las ecuaciones analiticas de los distintos elementos de este s6lido, optamos por
hallarlas mediante el programa informatico indicado en el anexo correspondiente.

HIPERICOSAEDRO

Definicion:
Sélido platonico dual del hiperdodecaedro.

Propiedades:
- Al igual que el hiperdodecaedro, solo existe uno, en dimension 4

- Las caras de dimension 3 de ese solido son tetraedros
- Tiene 20 tetraedros por vértice

- N.° de caras de dimension 3: 600

- N.° de caras de dimension 2: 1200

- N.° de aristas: 1200

- N.° de vértices 120

Al igual que el hiperdodecaedro, debido a la complejidad de hallar los elementos, los hemos hallado a partir de los del
hiperdodecaedro, usando el programa correspondiente indicado en el apartado de anexos.

DEMOSTRACION DE QUE NO EXISTEN MAS SOLIDOS DE PLATON

En primer lugar, vamos a demostrar que para dimension n, no existen solidos que tengan menos de n caras por vértice.

Como estamos considerando poliedros no completos, tenemos que dos caras cualesquiera se encuentran en dos hiperplanos de
dimension n-1 distintos.

Analiticamente la ecuacion de estos planos es una ecuacion lineal de n incégnitas. El nimero minimo de caras necesarias en cada
vértice serd el nimero minimo de planos necesarios para definir el vértice mediante su interseccion. De esta manera, las
coordenadas del vértice seran las soluciones del sistema de ecuaciones formado por las k ecuaciones de los planos, es decir, un
sistema de k ecuaciones con n incognitas.

Como el vértice existe y es unico, tenemos que el sistema debe ser compatible determinado, es decir, que k2n.

Ademas, como ya hemos visto, el nimero maximo de caras de dimension n-1 viene dado por el niimero maximo de esas caras que
pueden distribuirse alrededor de un vértice sin solapamientos en dimension n-1. De esta manera, podemos realizar una acotacion del
nimero maximo de caras por vértice en funcion del estudio de las teselaciones de las caras de dimension anterior.

Por otro lado, el nimero de caras por vértice no puede tomar valores cualesquiera. Dado que su dual es otro sélido platonico, el
numero de caras por vértice sera igual al nimero de vértices por cara de dimension anterior, que solo puede tomar una serie de
valores fijos.

En dimension 4, por tanto, solo puede haber sélidos formados por 4, 6, 8, 12 o 20 caras por vértice.

Consideremos ahora los cuerpos en dimension 4:
- Formados por tetraedros:

o  Con 4: Hipertetraedro 4D
o  Con 6: En el apartado tetraicosaedro vimos la imposibilidad de este caso
o  Con 8: Hiperoctaedro 4D
o Con 12: Se reduce al caso de que haya 4 icosaedros por vértice
o  Con 20: Hipericosaedro 4D
- Formados por cubos:
o  Con 4: Hipercubo 4D
o  Con 6: Implicaria que su dual tuviera 8 octaedros por vértice, y el maximo sin que se produzca
teselacion son 7
o  Con 8: Se produce una teselacion
- Formados por octaedros:
o  Con 4: En el apartado tetraicosaedro vimos la imposibilidad de este caso
o  Con 6: Tetraicosaedro 4D
o  Con 8: Excede al nimero méaximo de octaedros por vértice (7)



- Formados por dodecaedros:

[¢]
[¢]

Con 4: Hiperdodecaedro 4D
Mas de 4: El numero de dodecaedros supera al de teselacion

- Formados por icosaedros:

o

Como el niimero de teselacion es 3 no existen en 4D

Para cuerpos de dimensién 5:
- Formado por hipertetraedros:

[¢]
[¢]
[¢]
[¢]

Con 5: Hipertetraedro 5D

Con 8: Imposible, ya que su dual no puede existir

Con 16: Hiperoctaedro 5D

Con 24 o mas: Imposible, ya que su dual no puede existir

- Formado por hipercubos:

[¢]
[¢]

(e]

Con 5: Hipercubo 5D

Con 8: El dual seria una figura que tuviera 16 hiperoctaedros por vértice. Dado que el hiperoctaedro
tiene mayor angulo entre caras que el cubo y que 16 de estos ltimos teselan, es imposible que pueda
haber 16 hiperoctaedros por cara y, por tanto, este solido es igualmente imposible

Con 16: Teselacion

- Formado por hiperoctaedros:

o

[¢]
[¢]

Con 5: Cada cara de dimension n-1 del hiperoctaedro tendria que compartir todas las caras de
dimensién n-2 de un vértice con otros hiperoctaedros. Las caras son hiperoctaedros de dimensién 4, que
tienen como caras de 3D 8 tetraedros por vértice. Como tienen que compartirlos todos y no pueden
compartir mas de uno con otra cara (ya que entonces las caras serian paralelas) tiene que haber como
minimo 9 octaedros por cara.

Con 8: Mismo criterio que el caso anterior.

Con 16 o mas: El angulo entre caras es demasiado grande. No permite esta posibilidad.

- Formado por tetraicosaedros:

o

[¢]
[¢]
[¢]

Con 5: El criterio es el mismo que para el hiperoctaedro. Tendria que haber, como minimo, 8
hiperoctaedros por cara

Con 8: Su dual tendria 24 hiperoctaedros por vértice, lo cual ya hemos visto que es imposible

Con 16: Su dual tendria 24 hipercubos por cara. Imposible

Mas de 16: Su dual tendria 24 solidos con mas de 16 vértices. Si no caben 24 hipercubos, no puede
caber ninguno de estos solidos

- Formado por hiperdodecaedros:

(e]

La demostracion de este caso aparece en el apartado de los sélidos de Arquimedes

- Formado por hipericosaedros:

o

Cada cara de dimension n-1 del hipericosaedro tendria que compartir todas las caras de dimension n-2
de un vértice con otros hiperoctaedros. Cada cara de dimension n-1 tiene 20 tetraedros por vértice.
Como tienen que compartirlos todos y no pueden compartir mas de uno con otra cara (ya que entonces
las caras serian paralelas) tiene que haber como minimo 21 hipericosaedros por cara, es decir, que su
dual seria un so6lido con mas de 21 vértices por cara y que tuviera 120 caras por vértice. Pero las caras de
tal vértice serian mayores que las de un cubo, y tendria mas de 16 (que es el numero de teselacion de
éste), con lo que no podria formarse. Dado que ninguno de los duales puede existir, no existe ningun
solido de estas caracteristicas.

Para dimension mayor que 5:
- Formado por hipertetraedros de dimension n:

[¢]
[¢]

o

Con n+1 hipertetraedros de n-D: hipertetraedro de dimension n+1
Con 2n hipertetraedros de n-D: Imposible, ya que no existe su dual

Con 2" hipertetraedros de n-D: hiperoctaedro de dimension n+1

- Formado por hipercubos de dimension n:

[¢]
[¢]

o

Con n+1 hipercubos de n-D: hipercubo de dimension n+1
Con 2n hipercubos de n-D: Imposible, ya que no existe su dual

Con 2" hipercubos de n-D: Teselacion

- Formado por hiperoctaedros de dimension n:

o

. . . ., . -1 . .
Con n+1 hiperoctaedros de n-D: Cada hiperoctaedro de dimension n tiene 2" caras de dimension n-1
por vértice que debe compartir con otros hiperoctaedros. Luego por lo menos tiene que haber

-1
2" +1 hiperoctaedros por vértice. Luego la figura es imposible.
-1
Con 21 hiperoctaedros de n-D: Como 71 >5=2""+1>2n
Con 2" hiperoctaedros de n-D: Imposible, ya que el angulo entre caras del hiperoctaedro de n-D es

siempre mayor que el angulo entre caras del hipercubo de n-D, y 2" hipercubos de n-D teselan.



SOLIDOS DE ARQUIMEDES

Definicion:
Denominamos sélido de Arquimedes, por extension a los de dimension 3, a todo aquel sélido n- dimensional, con n>2 que cumpla
las siguientes condiciones:

- Esta formado por solidos de platon de dimension anterior, no todos iguales

- Todas las distancias entre vértices unidos por aristas son iguales

- Todos los angulos diedros entre dos caras de dimensién n-1 del mismo tipo son iguales

- Los vértices son indistinguibles, es decir, a cada vértice le llega el mismo niimero de caras de cualquier dimension

en el mismo orden

Propiedades:
Debido a las similitudes en la definicion de la estructura de los solidos de Arquimedes y los de Platon, se pueden probar, con
demostraciones analogas a las de los sélidos regulares, las siguientes afirmaciones:

- Tiene simetria radial

- Es inscriptible en una esfera de dimension n-1

- El baricentro y el circuncentro coinciden

Dada la gran cantidad de s6lidos de Arquimedes presentes en dimensiéon mayor que 3, vamos a optar por hacer un analisis de los
mismos Unicamente cuantitativo, acotando el nimero de ellos que existe para cada dimension y determinando algunas caracteristicas
basicas de los mismos. Por otro lado, usando el método general para obtener solidos regulares y semirregulares que se describe al
final del trabajo se pueden obtener mas caracteristicas de estos solidos, asi como discriminar aquellos que, pese a entrar
tedricamente dentro de las acotaciones que vamos a realizar, no se consideran como s6lidos de Arquimedes por no cumplir alguna
de las caracteristicas que lo definen (como, por ejemplo, la convexidad).

Para estudiar los de dimension 4, vamos a estudiar las teselaciones de los cuerpos de dimension 3. Se puede comprobar facilmente
que como maximo en un vértice se pueden incluir:

- 3icosaedros + 5 tetraedros — 5 solidos

- 2icosaedros + 8 tetraedros — 7 solidos

—  2icosaedros + 5 octaecdros — 4 s6lidos

- 2icosaedros + 2 octaedros + 5 tetraedros — 5+4=9 solidos

- 2icosaedros + 1 octaedro + 7 tetraedros — 7 s6lidos

- 1 icosaedro + 6 octaedros — 4 s6lidos

- 1 icosaedro + 15 tetraedros — 13 solidos

- 1 icosaedro + 5 octaedros + 5 tetraedros — 5+5+5+5+4=24 s6lidos

- 6 octaedros + 8 tetracdros — 8+8+8+8+7+6=45 solidos

A partir de todas las combinaciones posibles de solidos provenientes de las estructuras anteriores deducimos que se pueden formar,
como mucho, 118 solidos de Arquimedes. Ahora habria que probar exactamente cudntos de estos cuerpos realmente cierran. Mas
adelante, cuando veamos el método general para describir solidos regulares y semirregulares en dimension n veremos que estos
solidos se pueden detectar mediante el criterio del angulo. Dado que seria un arduo trabajo comprobar los 118 casos en busca de
aquellos que no pasen esta prueba hemos optado por incluir inicamente esta cota en el trabajo.

Para acotar el nimero de so6lidos de Arquimedes en dimension n mayor que 5 también nos vamos a basar en los nimeros de
teselacion de los solidos platonicos de dimension n-1. Se puede realizar un analisis métrico de estos so6lidos, determinando el
angulo entre sus caras para encontrar este nimero, pero nosotros vamos a optar por otro tipo de acotacion basada en el volumen que,
pese a ser mas grosera, resulta mas adecuada para nuestros fines.

En primer lugar, vamos a considerar el volumen de la esfera en 4D:

R4 R* — 2’ 8-1-R* I”
3 0

V,= 2j V(r)dz—zj AT o 2j 3 dt = 2 cos*(a)da =

87z'R4317[ 7rR4
3 422 2

En cuanto al tetraedro:

v, = dez—j —ld £13 Zdl */_

Ahora, tomamos una esfera con vértice central O y radio L, e intentamos meter en ella el maximo niimero de tetraedros posibles, de
forma que todos sus vértices estén en la superficie esférica menos uno, que esté en el centro. Este niimero, k, es el nimero de
teselacion del tetraedro para dimension 4, y puede acotarse con la relacion entre el volumen del tetraedro y el de la esfera:

I/tetmedros < I/es era
2
T a4
. L )
V. 487175
K.I/tetraedro < I/es era =K< fors = 2 = \/_ < 600
V;etmedm ﬁ . L4 5

96



De hecho:

. 2.
@zzn,%

Con lo que demostramos que es imposible que haya mas de 211 tetraedros de dimension 4 por vértice, es decir, que en dimension 5
es imposible que existan el dual del sélido formado por hiperdodecaedros, ya que tendrian 600 tetraedros por vértice. Ademas, como
el hipertetraedro es el sélido platonico de dimension 4 con menor volumen, tenemos que es imposible que exista ningun sélido
cuyas caras fueran hiperdodecaedros, ya que entonces su dual tendria 600 solidos por vértice, y dado que cualquier solido es mayor
que el hipertetraedro eso resultaria imposible.

Ahora, vamos a generalizar para dimension n. De esta forma tendremos un criterio para acotar el niimero de teselacion de un
determinado sélido.

Volumen de la hiperesfera:
Consideremos el volumen de la esfera:

v, =2["V, d,

Sabemos que el volumen es de la forma:

Vi=k'R
Luego tenemos:

V,= ZIOR k,r""'dx, =2k, IOR r"dx, =2k, IOR VR =X n_ldxn

Haciendo el cambio:
X, = R'sen(a)
dx, = R-cos(a)do

Tenemos:

Vo= 2knR”I()5 cos"(a)do

Ahora, aplicando la formula de Wallis:

[?cos"(@da=1,=V,=2k, 1R

Con lo que:
n

V=2

i=1

Ahora, I se define como:

(n=1)(n-3)..17

n(n-2)..2 '2 o par
I, =
(n—=1)(n-3)..2 .
n impar
n(n-2)..1
Es decir:
n z n par
n 2
22.(”)! 2
2
I, =
n—1
22 (” _1)!
2 )
n impar
n!




Sin es par, se demuestra por induccion que:
n

T0,)-—=

i=l1 2”, E '
2

Desarrollamos n+2:

n+2 n+2
2

n N\ (7 2 n+

) >

V4
= ° - . = ._2. —
) n+2 | 25+1 L | ) n+2 !2 n+2 2 n+2 |
2 2 2 2 2

Como queriamos demostrar.

Para n impar, como n-1 es par podemos escribir:

‘R" n par

n impar

Volumen del hipertetraedro:

H”
V=] V,dx,
Ahora, V y H son de la forma:
Vi=k L

i+1
Hi=\——
21

Con lo que:

n+l
H, L . [n+1 Ko 2n
V=]V, = [k 1 dl = L
n 0 n n 0 n 2.n n

Asi que:

1/
_ GV 2 ”:\/n—i_l'L"

L

v

n

| n
" 22!



Volumen del hiperoctaedro:

V2 kW2

a2 L

2 n
De donde:
n
2 2
V=L
n!

Volumen del hipercubo:
Trivialmente, por la definicion de volumen:

V=L

Si consideramos la estructura anteriormente descrita para deducir el maximo numero de tetraedros de 4D por vértice podemos
describir una estructura similar que nos permita conocer una cota superior para el nimero de sélidos de cierto tipo por vértice.

Para ello vamos a establecer otro volumen, V’, que sera el que quede encerrado entre el s6lido formado por n vértices del solido
inicial que estamos considerando, de forma que uno de los vértices esté unido por aristas con todos los otros.

Hipertetraedro: Todos los vértices estan unidos con todos, por lo que:

y=p=Y0tlp

n

22p!

Hiperoctaedro: Si tomamos un vértice, esta unido con todos menos con su simétrico respecto a 0= (0,0,.. ,0) , con lo que,
dada la simetria de la figura con respecto a este punto:

L
2

V=21 =t

n!
Hipercubo: Para hallar el volumen tenemos que considerar el vértice 0= (0,0,. ,0) , que estara unido por aristas con los

i-1 n—i
—
puntos X = 0,.. .,0,1, 0,.. .,0 , que estaran, a su vez, en el mismo hiperplano de dimensién n-1. Por lo tanto:

V= IOH V', dx, = IOH kDl = IOL k_D7dl = L

n
Con lo que:
1
[ TN
V' =—1L
n!




De esta forma, si consideramos los numeros de teselacion en dimension n tenemos, si n es par:

2
T
, noon
Vv . ' 2l o2
Kmmwdm (n) < : esfera (n) _ 2 _ 22nlw
Vtetraedro (n) \/’;ll+1 ,Lﬂ g !.,ln_i_l
22!
5
g
o n
|4 : |72
Kocmedm (n) < : esfera (n) _ 3 _ ”I’l. /4
V octaedro (n) 25_1 25_1 ) E |
= _.rr 2 '
n!
3
T "
L n
V. ) |2
K ()< Lol)_\2) i
V cubo (n) an E |
n! 2)
Y sin es impar:
n-1
2" nz—l l'zr 2 s 1)
n 2 2 N 2
K (n)< I/esferu (n) _ n! L _ 2 4
tetraedro V'tetraedro (n) '\/l’l +1 'L” '\/n +1
2g n!
n—1
", L_l 1 2
2
'Ln n n—1
V n, _ n-l
Koctaedm (n) < eyfera (n) = n' = 22 1' _n 1 '7[ 2
V'octaedm (n) 25_1 2
Tt
n—1
2, n;I I 2
'Ln n—1
|4 _ n=t
Kcubo (n) < afera (n) = n! = 2” ’ _n ! \-r 2
V'cubo (n) an 2
n!

En el caso del cubo, sin embargo, conocemos, por las caracteristicas de perpendicularidad y paralelismo de sus caras, que su niimero

., 2"
de teselacion es exactamente .

Para que se pueda formar un sélido en dimension n debe darse el nimero de sélidos por vértice de cada tipo sea menor que sus
respectivos numeros de teselacion, es decir:

Kstido (”) < K a0 (”)



Si tenemos un solido de Arquimedes de mas de dimension 5, sus caras solo pueden ser hipertetraedros e hiperoctaedros, ya que son
los unicos solidos platonicos cuyas caras de dimension n-1 son iguales. Si ahora consideramos el numero de hipertetraedros por
vértice (A) y el numero de hiperoctaedros por vértice (B) podemos establecer una estructura geométrica igual a la que usamos para
obtener los numeros de teselacion, y se tiene que:

AV' +BV' <V

tetraedro octaedro esfera
Es decir, para n par:
" z non
PR S [" < An+1+B2" < 72l

n !
22p! '

Y sin es impar:

3n

Vn+1 22

A"+ B
22!

3o n-1
" An+1+ B2 <22 nTl ' 2

[

Para que un solido de Arquimedes de dimensién mayor que 5 exista es necesario que se cumpla la correspondiente desigualdad
anterior, con lo que podemos acotar el niimero de sélidos existente a partir del nimero de soluciones de la inecuacion diofantica.
Por otro lado, para acotar inferiormente este niimero tenemos en cuenta dos aspectos. Por un lado, el hecho de que todo cuerpo de
dimension n tiene al menos n caras por vértice.

El segundo se basa en el estudio del nimero de caras de dimension n-2 por vértice de cada una de las caras de dimension n-1. De
esta manera, dado que cada cara de dimension n-1 debe compartir estas caras de dimension n-2 con caras del mismo vértice, resulta
que en cada vértice debe haber, como minimo, tantas caras de dimension n-1 como caras de dimension n-2 mas 1. De esta manera,
el minimo niimero de caras por vértice para un solido de nD que contenga estos solidos es:

- Hipertetraedros: n

. -2
- Hiperoctaedros: 2"~ +1
- Hipercubos: n

SOLIDOS DE POINSOT

Definicion:
Denominamos sélido de Poinsot, por extension a los de dimension 3, a todo aquel sélido n- dimensional, con n>2 que cumpla las
siguientes condiciones:
- Esta formado por sélidos de platon de dimension anterior iguales
- Todas las distancias entre vértices unidos por aristas son iguales
- Todos los angulos diedros entre dos caras de dimensién n-1 son iguales
- Los vértices son indistinguibles, es decir, a cada vértice le llega el mismo nimero de caras de cualquier dimension
- El sélido resultante es concavo.

Propiedades:
Debido a las similitudes en la definicién de la estructura de los solidos de Arquimedes y los de Platén, se pueden probar, con

demostraciones analogas a las de los sélidos regulares, las siguientes afirmaciones:
- Tiene simetria radial
- Es inscriptible en una esfera de dimensioén n-1
- El baricentro y el circuncentro coinciden

Debido a que los solidos de Poisot tienen estructura de caras de dimension n-1 céncava a pesar de que sus caras sean convexas, su
dual debe tener caras de dimension n-1 concavas pero estructura convexa, es decir, deben ser, como luego veremos, solidos de
Kepler.

Por ser inscriptibles en una esfera y ser todas las aristas y angulos iguales, tenemos que la disposicion de sus vértices sobre la esfera
debe ser la misma que la de un sélido platonico, con lo que el niimero y las caracteristicas de los sélidos de Poinsot viene dado por
los solidos platonicos de la misma dimension y la dimension anterior. De esta manera, se puede demostrar que no existen solidos de
Poinsot de mas de dimension 5.

De la misma manera que hicimos para demostrar que no existian mas sélidos de Platon, podemos demostrar que no hay sélidos de
Poisot:
- Formado por hipertetraedros de dimension n:
o  Conn+1 hipertetraedros de n-D: hipertetraedro de dimension n+1 (sélido de platén, luego no puede ser
de Poisot)
o Con 2n hipertetraedros de n-D: Imposible, ya que el criterio para que no exista el sélido de Platon
formado por n+1 hiperoctaedros seria aplicable a su dual (s6lido de Kepler)

o Con2" hipertetraedros de n-D: hiperoctaedro de dimension n+1



- Formado por hipercubos de dimension n:

o  Dado que los angulos entre caras del hipercubo son siempre 90° no puede existir ningun soélido con caras
cubicas cuyo angulo entre caras sea un racional no entero (criterio de angulos del método para describir
solidos regulares y semirregulares), con lo que no puede ser un soélido de Kepler ni de Poinsot

- Formado por hiperoctaedros de dimension n:

. . . ., . n—1 . .,
o  Conn+1 hiperoctaedros de n-D: Cada hiperoctaedro de dimension n tiene 2 caras de dimension n-1
por vértice que debe compartir con otros hiperoctaedros. Luego por lo menos tiene que haber

-1 . . . .
2" +1 hiperoctaedros por vértice. Luego la figura es imposible.
-1
o Con 2n hiperoctaedros de n-D: Como 71 >25=2" +1>2n
o Con2" hiperoctaedros de n-D: Su dual seria un sé6lido de Kepler cuyas caras estarian formadas por

2" vértices. Debido a las regularidades de estos solidos, los vértices estarian distribuidos de la misma
forma que un hipercubo de dimension n, pero, como ya hemos visto, no pueden existir solidos de
Poinsot que tengan como caras cubos, asi que para que exista un solido de estas caracteristicas debe
existir uno analogo en todas las dimensiones anteriores, pero dado que en dimension 3 no se da tal
estructura en los sélidos de Kepler tenemos que no se da en ninguna dimension.

SOLIDOS DE KEPLER

Definicion:
Denominamos sélido de Kepler, por extension a los de dimension 3, a todo aquel s6lido n- dimensional, con n>2 que cumpla las
siguientes condiciones:
- Esta formado por solidos de Kepler o Poinsot de dimension anterior iguales
- Todas las distancias entre vértices unidos por aristas son iguales
- Todos los angulos diedros entre dos caras de dimension n-1 son iguales
- Los vértices son indistinguibles, es decir, a cada vértice le llega el mismo niimero de caras de cualquier dimensién
- El sélido resultante es concavo.

Propiedades:
Debido a las similitudes en la definicién de la estructura de los solidos de Arquimedes y los de Platén, se pueden probar, con

demostraciones analogas a las de los solidos regulares, las siguientes afirmaciones:
- Tiene simetria radial
- Es inscriptible en una esfera de dimensioén n-1
- El baricentro y el circuncentro coinciden

Dado que las caras pueden ser cruzadas en un poliedro de Kepler, debemos considerar si tomamos como vértices los puntos de
interseccion o no. Si lo hacemos hay que considerar que esos puntos estan sobre otra esfera de dimension n-1, concéntrica con la que
incluye al resto de los vértices.

Ademas, como ya vimos en los sélidos de Poinsot, el nimero de vértices de cada sélido de Kepler debe ser el mismo que el de un
so6lido platoénico. Dependiendo de su estructura, el dual de un so6lido de Kepler puede ser un sélido de Poinsot si su estructura es
convexa o un solido de Kepler si su estructura es concava.

De igual forma que hemos demostrado que no puede existir un solido de Kepler cuyos vértices formen un hipercubo podemos
demostrar que no puede existir ningun soélido de Kepler en mas de dimension 6. Como sabemos que a partir de dimensioén 5 no hay
solidos de Kepler, las caras de estos sélidos deben ser también solidos de Kepler. Es imposible que existan solidos de Kepler con
n+1 vértices en dimension n, ya que a cada uno de los vértices le deben llegar n caras para que se pueda formar el solido, es decir, le
deben llegar por lo menos n aristas, con lo que todos los vértices deben estar unidos con todos y se forma un hipertetraedro de
dimension n, que es un solido platénico y, por tanto, no puede ser un solido de Kepler.

En cuanto a los sélidos de Kepler con los vértices con estructura de octaedro, sus caras deben ser, por lo que hemos visto, solidos de
Kepler, pero no pueden tener la estructura ni de hipertetraedros, ni de hipercubos, con lo que deben tener, de nuevo, estructura de
hiperoctaedros. Analogamente al caso de los vértices en hipercubo, en este caso, para que exista un tal sélido deben existir s6lidos
analogos en todas las dimensiones anteriores, pero dado que no existe este solido en dimension 3 no puede existir en ninguna.

Tanto en los solidos de Kepler como en los de Poinsot, pensamos que no pueden existir a partir de dimension 5, pero no hemos
podido hallar un método que nos permita demostrarlo. En cuanto a los de dimension 4, hemos hallado varios sélidos de Kepler y
Poinsot con la estructura de vértices del hiperdodecaedro y creemos que solo pueden existir estructuras similares a las obtenidas o a
la del hipericosaedro, pero tampoco hemos conseguido una demostracion lo suficientemente rigurosa.

En cuanto a los ya obtenidos, por un lado, parten de estrellar (ya sea con vértices hacia el interior o el exterior) el hiperdodecaedro
con un cierto angulo, de forma que las nuevas caras sean prolongaciones de las adyacentes. El resultado son dos solidos de Kepler
provenientes del gran dodecaedro y el dodecaedro estrellado. Sus duales correspondientes nos llevan a dos so6lidos de Kepler Poinsot
mas (sabemos que estos no son autoduales ni duales entre si), pero no los hemos conseguido identificar.

Por otra parte, hemos estudiado la siguiente estructura. Tomamos el icosaedro de 3D y consideramos los 5 vértices a los que esta
unido uno de los vértices del icosaedro. Estos 5 puntos forman un pentagono regular. Ahora, consideramos la estructura formada por
icosaedros en los que, en lugar de tomar como cara del mismo los triangulos, tomamos los pentagonos antes descritos. De esta
manera, obtenemos un cuerpo de 4 dimensiones de caracteristicas parecidas a las del gran dodecaedro, pero formado por icosaedros.



Analogamente, consideramos en un dodecaedro los tres vértices a los que estd unido cada vértice, que forman un tridngulo
equilatero. Considerando que la cara del dodecaedro es ésta, formamos otra figura de 4D cuyas caras son dodecaedros y cuya
estructura, intuimos, serd similar a la que provenga del gran icosaedro, aunque no hayamos encontrado esta ultima.

Por ultimo, considerando los duales de estos dos sélidos encontramos otros dos mas, pero no hemos podido analizarlos con
detenimiento.

METODO GENERAL PARA DESCRIBIR S()LIDQS REGULARES Y
SEMIRREGULARES EN DIMENSION N

En primer lugar, vamos a ver algunas herramientas que nos permitan definir un criterio analitico en funcién del cual podamos
clasificar estos poliedros en funcion de la nube de puntos correspondiente a sus vértices.

Distancia entre dos puntos:
En primer lugar, la distancia entre dos puntos, A y B, en dimension n la tenemos definida de este modo:

A= (al,az,...,an)
B=(b,b,.,...,b,)

d(A,B):\/@ NABAB =6, —af +(—a,f 4.t (b, —a

Inscriptibilidad del s6lido en una esfera:

En segundo lugar, vamos a generar un procedimiento para ver si una nube de puntos esta sobre una esfera. Como esto solo nos

interesa para comprobar si la nube de puntos puede corresponder a un soélido regular o semirregular, podemos asumir la propiedad
de estos solidos de que el baricentro y el circuncentro coinciden.

:E:(bl —a,b,—a,,...b,—a,)

De esta manera, considerando la distancia del baricentro a cada uno de los puntos de la nube, sean X 1> X D3eees X , tenemos:

X, = (x.,l,xl.,z,... X )

d(XnG):\/(xi,l _gl)z+(xi,2_g2)2+"'+(xi,n_gn)2 =R

Elevando al cuadrado cada ecuacién y sumando las m ecuaciones obtenemos:

2 2 2, 2 2 2 2
R = Xii _2x[,1g1 +8 +X, _2xi,2g2 +g +..+Xx, _2xi,ngn +g,

n m m
mR* = Z zxiz,_/ - 2g_/2xi,_/ + mgfz‘
=1 \_i=l i=1

J

Dividiendo por m y teniendo en cuenta que:

m
th,j
— =1

g4_
! m
Tenemos:
m
n m )CAZA zxi,j n m x_zA n m x_zA
R2_ L 2 i=1 2| i,j 2 2| _ i,j 2
= 28 T8 |= 28,8, T8 |7 —8;
j=1| =1 M m j=1\i=1 M j=1\i=1 M

Pero, ahora, aplicando la definicion de la varianza:

k

2

sz-
_ =1

Gk(x)—’——)_c2 =R’ =O'm(xl)+6m(x2)+...0' (xn)



Criterio de convexidad:
Tomemos un sé6lido de dimension n con m vértices. Si es convexo debe darse que todos sus vértices sean los limites de la

envolvente convexa. Un punto P= ( PisPrsees Dy ) pertenece a la envolvente convexa si y solo si:
m

3¢, /Ztixl.,j =p;,Vj<n
i=1

Y ademas:

fzi:ngzo

i=1
Siendo X; ; la j-ésima coordenada del i-ésimo vértice del sélido.

Vamos a demostrar que si el solido es convexo el siguiente sistema tiene una unica solucion, mientras que si es concavo, el sistema
tiene mas de una solucion:

m

Ztl,i K = X
P

m
Z L Xy =X,
P

m . . . ti = IVi<m
Z LoX, =X, solido convexo = Solucion Unica : o
i S t,, =0Vi#j

solido no convexo = Varias soluciones

Z eiXi ) =X

i=1

z tm,i .xi,n = xm,n

i=1

En forma matricial tenemos:

Ly Ly oo L\ X1 X X, X X2 Xin
Ly Ly . b, | X2 Xop o Xy || Xy X Xon
tm,l tm,2 cte tm,m xm,l xm,2 T xm,n xm,l xm,Z T xm,n
7‘;71)(/71 .men = mei’l
ipli X! :
Multiplicando a ambos lados por A .~ tenemos:
T T
Tm><m men Xn><m - men Xn><m
T -X =X
mXm mxXm mxXm

Si un solido de dimension n es convexo cada vértice X; estd en el limite de la envolvente convexa. Ahora consideramos la
envolvente convexa de todos los puntos salvo X, . Si X; pudiera ponerse con una combinacion de t j distinta de la trivial entonces

existiria una combinacién tal que £ ;= 0 ,conlo que X; estaria dentro de la envolvente de los otros puntos, lo que contradice que

el sélido sea convexo.



De la misma manera, si el poliedro no es convexo, existira al menos un punto X; que esté dentro de la envolvente convexa de los
otros, con lo que la ecuacion tendra por lo menos dos soluciones. La primera es la trivial:

t=1
t,=09j #i

La segunda parte de que por pertenecer a la envolvente convexa de los otros puntos tiene una combinacién de ; con t = 0.

De esta manera, podemos determinar si un solido es convexo determinando el niimero de soluciones de la ecuacion matricial
anteriormente dicha.

Dado que el sistema contiene unicamente matrices cuadradas, podemos considerar los determinantes de las mismas, con la ecuacion
correspondiente:

Tl 1X o = | X,

mxm mxm mxm

De donde:
X, | 20T =1
0
|XI;1><I71 = O

4
Ademas, si |X m><m| # 0 1a matriz es invertible, con lo que:

T =X X =1

mxm mxm

mxm # 0 la solucién del sistema de matrices es tnica y el solido es convexo.

/7
Asi obtenemos que si |X

De esta manera, el sélido es concavo si y solo si:

X, | =0

m><m| -

Con estas herramientas y las deducciones que ya teniamos sobre los solidos que estamos tratando, podemos establecer una lista de
condiciones que nos sirva tanto para clasificar los poliedros como para generar un algoritmo que nos permita obtenerlos todos. En
este caso, y dado que es lo que estamos aplicando, daremos el procedimiento desde el punto de vista algoritmico, es decir, tal como
se da para hallar una lista con todos los solidos regulares y semirregulares.

1. Primer paso, comprobar que las distancias son iguales:
Se comprueba la siguiente igualdad:

n n
Z (xi,a - xj,a)z :z (xi,a - xk,a)z
a=1

a=1

Para cualesquiera i, j, k tales que Xi , Xj y Xi , Xk estén unidos por aristas.

Si una sola de estas igualdades no fuera cierta, el sélido no seria uniforme.
En caso contrario, continuamos el proceso.

2. Comprobar si las caras son regulares:
En nuestro caso, esto se comprueba por construccion. Solo tomamos como base del algoritmo para formar sélidos de

dimension n los sdlidos platénicos de dimension n-1 y, excepcionalmente para formar Kepler, los sélidos de Kepler y Poinsot
de esta dimension.

3. Criterio de la teselacion:
Una vez determinado el nimero y tipo de caras por vértice que vamos a utilizar para definir la estructura de nuestro sélido, es
necesario comprobar si es posible que exista tal solido con esas caracteristicas.

Para ello, si queremos dar un so6lido en dimension n, tomamos las caras que queremos estudiar en dimension n-1 y estudiamos
su nimero de teselacion. Ningun solido de dimension n podra tener mas caras por vértice de un tipo que las que determina este
nimero. Por tanto, si hallamos los numeros de teselacion de los s6lidos en una cierta dimension, limitamos el nimero de
posibles cuerpos de dimension n. Esto ultimo se puede conseguir tanto por la via analitica (considerando los angulos entre
caras) como combinatoria (contando las combinaciones de caras posibles), aunque nosotros hemos preferido utilizar para
dimension mayor que 4 el método del volumen descrito para los sélidos de Arquimedes.



4.  Criterio de dualidad:

Este criterio depende del tipo de s6lidos que estamos buscando. Si tanto un sé6lido como su dual estan en los grupos
estudiados, la existencia de uno implica la del otro. Por tanto, podemos descartar todos aquellos cuerpos cuyos duales no
pertenezcan al grupo que debieran.

En nuestro caso, este criterio se puede aplicar al estudiar los solidos platénicos (el dual es otro platénico), solidos de Kepler (el
dual es un Kepler o un Poinsot), y solidos de Poinsot (el dual es un Kepler). No sirve, sin embargo, para los sélidos de
Arquimedes, ya que su dual es un solido de Catalan, grupo que no vamos a considerar.

5. Comprobar que el sélido es convexo:
Se aplica el criterio de convexidad a la nube de puntos. Los s6lidos que no pasen este punto son sélidos con puntos internos. Si
consideramos que los vértices de los puntos de interseccion de las caras de Kepler y Poinsot son vértices de la nube, cualquiera

/7
de estos cuerpos tendria|X =0 , mientras que si no lo consideramos, el determinante seria 1. Si pasa este punto, se

mxm

continta con el siguiente. Si no, hay que considerar mediante otras herramientas si el solido es de Kepler o Poinsot o
simplemente no corresponde a los que buscamos.

6.  Criterio de esfericidad:
Calculamos el radio de la supuesta esfera circunscrita a los puntos de la nube.

R*= O'm(xl)+ O'm(x2)+...0'm(xn)

Y consideramos la siguiente lista de igualdades:

— p2 H
(xi,l_gl)z+(xt,2_g2)2+"'+(xt,n_gn)z_R Vism

Si alguna de las igualdades falla, entonces nuestro sélido no entra dentro de los grupos que estamos estudiando. Si todas son
verdaderas, entonces se pasa al siguiente criterio.

7.  Criterio de angulo:
Este es el ultimo criterio de nuestra lista se utiliza para comprobar que el poliedro cierra a la perfeccion. Se consideran los

vectores perpendiculares a las caras de dimension n-1 de uno de los vértices del cuerpo de dimension n. Se toman dos caras
opuestas del vértice, es decir, tales que sus respectivos vectores perpendiculares y el vértice estén en el mismo plano de
dimension 2. Si esto no fuera posible, se tomarian también las caras de los vértices adyacentes, hasta que se encontraran dos
vectores perpendiculares a esas caras y un vértice que cumplieran nuestras condiciones, con el vértice entre los dos vectores.

Una vez hecho esto, se comprueba que no exista ningun otro vector en el mismo plano que quede entre dos de nuestros tres
elementos. Si esto es asi, se desecha uno de los vectores y se toma el nuevo, siempre que al hacerlo no quede el punto en el
exterior de los vectores.

A continuacion, se halla el &ngulo que forman nuestros dos vectores, sea (0 en grados sexagesimales, y se calcula el siguiente

cociente:

42360

@

Una vez hallado, podemos hacer las siguientes afirmaciones:
A€ N = Elsolido cierra de forma convexa (si las caras son convexas)

Ae N
AeQ

A¢ O = Elsolido no llega a cerrar nunca

= Elsolido cierra de forma concava (las caras se cruzan)

La demostracion parte de dos premisas. La primera es que hemos visto que el sélido es inscriptible en una esfera, y por tanto,
las perpendiculares a las caras por su punto medio pasan por su centro.

La segunda es que al tomar dos vectores y un vértice que estén en el mismo plano, este plano corta a la esfera circunscrita
dando como resultado una circunferencia.

Para que el cuerpo cierre, es necesario que:

me=n360 = 2=4e0
n

Para algunos m y n enteros primos entre si. Si m y n no existen, entonces no existiria un niimero entero de caras con las cuales
se pudiera construir el solido, lo cual es imposible en geometria euclidea de dimension entera. De esta manera, el solido cierra

siy solo si Ae Q

Por otro lado, si 1 = lel poliedro puede cerrar de forma que las caras den una tinica vuelta a la esfera, es decir, que el

poliedro es convexo y si /1 = 1 resulta /1 eN , como queriamos demostrar.



CONCLUSIONES

En primer lugar, hemos descrito de forma exhaustiva las caracteristicas de los principales tipos de solidos
regulares y semirregulares: de Platon, Arquimedes, Poinsot y Kepler.

En los solidos de Platon, hemos conseguido elaborar una lista completa en la que se incluyen descritos de
forma analitica y cualitativa todos los solidos de este tipo existentes en cualquier dimension. Hemos visto,
ademas, ciertas propiedades de estos s6lidos necesarias para profundizar en nuestra investigacion de otros
cuerpos derivados de estos, como los s6lidos de Arquimedes o Poinsot.

En cuanto a los s6lidos de Arquimedes, cuando comenzamos a investigar llegamos a la conclusion de que
un analisis como el realizado para los s6lidos de Platon resultaria tremendamente costoso, con lo que
optamos por investigar unicamente la manera de describir sus caracteristicas principales y acotar su
namero para dimension n.

Finalmente conseguimos ambos objetivos, obteniendo una ecuacion cuyas soluciones enteras determinan
los posibles s6lidos de Arquimedes para dimension n.

Los s6lidos de Kepler y Poinsot resultaron mas dificiles de investigar, debido a sus caracteristicas de no
convexidad que los hacen distintos de los otros grupos. Pese a esto, hemos conseguido elaborar una teoria
sobre su comportamiento en dimension n, probando algunas de sus propiedades (como las referentes a la
dualidad) y acotando su numero al demostrar que no existe ninguno de estos s6lidos mas alla de
dimension 6.

Ademas, hemos obtenido una lista de s6lidos de Kepler y Poinsot de dimension 4 a partir de la cual se
podria continuar para obtener la lista completa de estos cuerpos, que nosotros no hemos podido hallar por
falta de tiempo.

Por ultimo, hemos desarrollado un conjunto de herramientas analiticas que permiten, tanto clasificar un
poliedro dado en alguno de los grupos en los que estamos trabajando, como generar un algoritmo para
hallar todos los poliedros de una determinada clase. De hecho, a lo largo del trabajo hemos usado el
algoritmo anteriormente descrito para obtener las diversas caracteristicas de los s6lidos estudiados,
modificando y ampliando las herramientas de que disponiamos para adaptarlas a nuestras necesidades de
analisis.
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La tinica bibliografia relevante utilizada a lo largo del trabajo corresponde a una serie de libros de
programacion en Pascal y MatLab que hemos necesitado para poder realizar el programa de calculo de
vértices necesario para obtener los vértices del hiperdodecaedro y el hipericosaedro de 4D.

ANEXOS

El tnico anexo que presentamos es el programa generado para calcular los vértices del hiperdodecaedro
de 4D. Aunque fue creado con ese fin, puede aplicarse a cualquier cuerpo de dimension 4 cuyos vértices
sigan una estructura predefinida. Aunque el programa inicial lo realizamos en Pascal, la versiéon que se
presenta es la correspondiente a MatLab.



p=input ('introducir el numero de vértices iniciales ');

1=1;
while l<p+1
disp(1l);
V(l,1)=input ('introducir x ");
V(1l,2)=input ('introducir vy ");
V(1l,3)=input ('introducir z '");
V(1l,4)=input ('introducir t ");
1=1+1;
end
disp (V)
m=input ('introducir el numero de nuevos vértices ');
k=0;
while k<m
a=input ('introducir vértice 1 '");
distl=input('introducir distancia 1 '");
if distl==
dl=sym(1l);

elseif distl==
dl=sym( (1l+sqrt(5))/2);

else
dl=distl;
end
b=input ('introducir vértice 2 ");
dist2=input('introducir distancia 2 '");
if dist2==
d2=sym(1l);

elseif dist2==
d2=sym( (1l+sqrt(5))/2);

else
d2=dist2;
end
c=input ('introducir vértice 3 ');
dist3=input('introducir distancia 3 '");
if dist3==
d3=sym (1) ;

elseif dist3==
d3=sym( (1+sqrt(5))/2);

else
d3=dist3;
end
f=input ('introducir vértice 4 ');
distd4=input ('introducir distancia 4 '");
if distd==
dd=sym(1l);

elseif distéd==
dd=sym( (1l+sqrt(5))/2);

else
d4=dist4;
end
n=input ('introducir numero de vértice ');
[X,Y,Z,T] = solve('(x-V(a,1l))"2+(y-V(a,2))"2+(z-V(a,3))"2+(t-V(a,4))"2-

dir2', " (x-V(b, 1)) 2+ (y-V(b,2))"2+(z-V(b,3)) "2+ (t-V(b,4))"2-d2"2", ' (x-
V(c,1))"2+(y-V(c,2))"2+(z-V(c,3)) "2+ (t-V(c,4))"2-d3"2", "(x-V(£,1)) "2+ (y—
V(£,2))"2+(z=-V(£,3)) "2+ (t-V (£, 4))"2-d4"2");

Vi(n,1l)=X;

V(n,2)=Y;

V(n,3)=%Z;

V(n,4)=T;

i=1i+1;
end

disp (V);



